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арифметики, как эту область называ-
ли раньше, поистине неисчерпаема. Мно-
гие тайны простых чисел сегодня раскры-
ты. Но перенесем луч света на другие
замечательные числовые последователь-
ности – и загадок у них может быть отнюдь
не меньше, чем у старых добрых и таких
непростых «простых» чисел.
В начале 80-х годов прошлого века,

будучи учеником физико-математической
школы, автор интересовался различными
«расширениями» понятия простых чисел.
Простые числа (как наши читатели, безус-
ловно, помнят) – это те самые, которые не
делятся ни на одно число, кроме 1 и самого
себя. Из простых чисел, как из кирпичи-
ков, складываются все остальных числа, и
скрепляющий цемент – операция умноже-
ния. Что если мы попробуем «склеивать»
ряд натуральных чисел с помощью друго-
го раствора – например, операции возведе-
ния в степень? Так автором была придума-
на «игра в целые степени», которой были
посвящены долгие часы досуга. Пользуясь
образцом простых чисел, можно попы-
таться построить целый город или даже
королевство, где жили бы их родственни-
ки – натуральные числа, которые нельзя
представить в виде степени ba , где a и b –
натуральные числа, b > 1. Приглашаем
читателя поучаствовать в этой игре. Воз-
можно, кто-то сможет выдумать и другие
игры, похожие на эту. Милости просим, а
пока...

Королевство точных степеней

Выпишем несколько первых членов пос-
ледовательности точных степеней:

1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 36, …

Если же натуральное число не является
точной степенью, будем для краткости
называть его НЕстепенью. (По-английс-
ки точные степени именуются perfect
powers, а числа, не являющиеся точными
степенями, – not perfect powers или, более
коротко, non-powers. Будучи школьни-
ком, автор придумал для НЕстепеней имя
sonor, или «сонорные числа», так что наше
королевство можно называть «королев-
ством сонорных чисел».)
Итак, НЕстепени – это:

2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, …

Не составляет труда показать, что суще-
ствует бесконечное количество НЕстепе-
ней (например, поскольку каждое простое
число является НЕстепенью).

Упражнение 1. а) Докажите, что если для
некоторого простого числа p число n делится на
p, но не делится на 2p , то оно не является
точной степенью. б) Докажите, что множество
составных НЕстепеней бесконечно.

В каталоге целочисленных последова-
тельностей oeis.org последовательность
точных степеней имеет код A001597, а
НЕстепени – код A007916. В этом же
каталоге можно найти ссылки на инте-
ресные статьи о свойствах последователь-
ностей.

Основная теорема

Основная теорема арифметики говорит о
том, что каждое натуральное число N > 1
может быть единственным образом (с точ-
ностью до порядка сомножителей) пред-
ставлено в виде 1 2

1 2
n

nN p p p… , где
1 2, , , np p p…  являются различными про-

стыми числами, а 1, , n…  – натуральные
числа.
Аналог этой теоремы есть и для НЕсте-

пеней. Если число 1 2

1 2
n

nN p p p…  явля-
ется точной t-й степенью, то t должно быть
делителем каждого из значений 1, , n… .



Тогда понятно, что 1НОД , , 1n… ,

если N – НЕстепень и 1НОД , , 1n… ,

если N – точная степень. Теперь мы можем
определить «наибольший целый корень»
для каждого натурального N как наиболь-
шее натуральное t, при котором 1 tN  явля-
ется целым. Ясно, что 1НОД , , nt … .
Из этого утверждения сразу следует, что
наибольший целый корень t существует

для любого N > 1 и что при этом 1 tN  –
НЕстепень. Отсюда, мы можем вывести
следующий факт.

Теорема 1. Каждое натуральное N > 1
может быть представлено единствен-
ным образом в форме tN m , где m –
НЕстепень, а t – натуральное.

Упражнение 2. Докажите, что если N одно-
временно равно некоторой степени натураль-
ного числа a и некоторой степени натурального
b, то a и b являются степенями некоторого
натурального c.

Как следствие теоремы 1, можем полу-
чить следующий любопытный факт.
Каждое натуральное 2N  может быть

единственным образом представлено в виде
башни  степеней  (так  называемая  power

tower) 2
1

mk

m
N m

⋰

, где k – некоторое нату-
ральное число, а 1 2, , , km m m…  – НЕсте-
пени.

Доказательство. Применим индукцию
по N. Если N – НЕстепень (в частности,
если N = 2), то k = 1 и 1m N , иначе, в
согласии с представлением tN m , 2t ,
из теоремы 1, имеем 1m m , и теперь
достаточно для t < N воспользоваться
существованием и единственностью пред-

ставления 2
1

mk

mt m
⋰

.

«Степенное решето»

Для нахождения всех простых чисел не
больше заданного числа имеется извест-
ный несложный алгоритм, называемый
решетом Эратосфена. Суть этой процеду-
ры такова: среди чисел 2, 3, …, N берем
наименьшее простое число (это число 2) и
вычеркиваем все числа, кратные ему, кро-
ме него самого. На следующем этапе берем
наименьшее невычеркнутое число и снова

вычеркиваем все числа, кратные ему, кро-
ме него самого. Действуем так далее. В
результате вычеркнутыми (хотя бы один
раз) окажутся все составные числа, а про-
стые останутся невычеркнутыми.
Отталкиваясь от нашей основной теоре-

мы 1, мы может построить аналог решета
для НЕстепеней. Эта схема проиллюстри-
рована на рисунке 1: берем наименьшую

НЕстепень (это число 2) и вычеркиваем
все его степени (первый столбец), кроме
него самого. Находим наименьшее невы-
черкнутов число, оно будет НЕстепенью,
снова вычеркиваем его степени и т.д.
Каждое натуральное число N > 1 может

быть найдено в данной таблице один и
только один раз.

«На границах королевства»

Поговорим о распределении точных сте-
пеней «ближе к бесконечности».
Читателям, которые интересовались про-

блемами простых чисел, наверняка извес-
тны результаты о функции x , равной
количеству простых чисел, не превышаю-

щих x: lim 0
x

x

x
 и более точная асим-

птотика 
ln

lim 1
x

x x

x
.

Картина «степенного решета» может со-
здать впечатление, что НЕстепени встре-
чаются в натуральном ряду реже точных
степеней: в таблице на рисунке 1 НЕсте-
пени занимают только одну горизонталь-
ную строку, по сравнению с бесконечным
количеством рядов, занимаемых точными
степенями. В действительности это не так.

Рис. 1. «Степенное решето»
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НЕстепени составляют доминирующую
часть натурального ряда (рис.2). Среди
первых 100 миллионов натуральных чи-
сел 99,98% являются НЕстепенями, т.е.

точная степень – довольно редкая наход-
ка в натуральном ряду, а НЕстепеней,
наоборот, «очень много». Далее, чтобы
сформулировать точные результаты, вве-
дем функцию p x  – количество точных
степеней, не превышающих положитель-
ного числа x.

Теорема 2. а) lim 0
x

p x

x
.

б) lim 1
x

p x

x
.

Доказательство. а) Для доказательства
этого пункта достаточно провести грубую
оценку количества точных степеней ba , не
превосходящих некоторого x > 1. При
фиксированном 2b  имеем ba x x ,
так как при ba x  получим ba x. Мож-
но считать, что 2logb x, так как при

2a  и 2logb x  число ba  будет больше

x (а случай a = 1 приводит к ba  = 1,
которое уже учтено при b = 2). Таким
образом, всего остается в рассмотрении не
более 2logx x  пар a, b, для которых

ba x . Отсюда 2logp x x x  и

2logp x x

x x
. Из стандартного курса

анализа известно, что 
log

lim 0
x

x

x
 для

любых 0, 0. Отсюда получаем
требуемое.
б) Уточним оценку из пункта а). Прежде

всего заметим, что имеется x  точных
квадратов, не превосходящих x, в частно-

сти p x x . При фиксированном

3b  имеем 3ba x x  и можем счи-

тать, что 2logb x . Итого 1x
3

2logp x x x x . Поскольку
3

2log
lim 0
x

x x

x
, получаем требуемое.

Теорема доказана.
Среди всех точных степеней чаще всего

встречаются точные квадраты. Утвержде-
ние б) теоремы 2 согласуется с этим нефор-
мальным тезисом.

Близкие точные степени

Из теоремы 2 можно вывести, что для
любого заданного N в натуральном ряду
можно отыскать N подряд идущих НЕсте-
пеней. Тем не менее, покажем, как отыс-
кать длинный отрезок натурального ряда,
состоящий из НЕстепеней, конструктив-
но. Для этого можно воспользоваться уп-
ражнением 1,а. Достаточно, например, по-
требовать, чтобы первое число в ряду было
четным, но не делилось на 4, второе –
делилось на 3, но не на 9, и т.д., i-е число
в ряду делилось на очередное простое p, но
не на 2p .

Упражнение 3. Реализуйте этот план, на-
пример, рассматривая систему сравнений

2mod , 1, ,i ix i p p i k… .

Указание. Воспользуйтесь китайской теоре-
мой об остатках.

С вопросом о том, каким образом (и как
далеко друг от друга) расположены в

Рис. 2. Количество p x  точных степеней, не
превышающих x



натуральном ряду точные степени, связа-
ны многие знаменитые теоретико-число-
вые задачи и гипотезы (в некотором смыс-
ле, великая теорема Ферма относится к
той же области вопросов).
Можно рассмотреть разности между пос-

ледовательными точными степенями. От-
считаем сто таких разностей, начиная с
самой первой. Затем переместимся к сле-
дующей точной степени и снова подсчита-
ем среднее между ста разностями. Таким
образом строится так называемое скользя-
щее среднее. На рисунке 3 показано, как
ведет себя это среднее при возрастании

«точки отсчета» x. Для последовательнос-
ти точных квадратов, в силу равенства

2 2 22n t n nt t , скользящее сред-
нее представляло бы собой линейную фун-
кцию. На рисунке видно, что более высо-
кие степени вносят некоторые, впрочем не
очень заметные, «биения».
А могут ли встретиться много подряд

идущих натуральных чисел, каждое из
которых – точная степень (в принципе,
теорема 2 этого не запрещает)? Следую-
щее упражнение дает отрицательный ответ
на этот вопрос.

Упражнение 4. Докажите, что не существует
четырех идущих подряд натуральных чисел,
являющихся точными степенями.

Указание. Одно из двух последовательных
четных чисел не делится на 4.

В 2002 году Преда Михайлеску доказал
так называемую гипотезу Каталана о том,
что 8 и 9 являются единственной парой
соседних натуральных чисел, являющих-

ся точными степенями (см., например,
статью В.Сендерова и Б.Френкина
«Гипотеза Каталана» в «Кванте» № 4 за
2007 г.). Более общий вопрос о том, что
расстояние между соседними точными сте-
пенями стремится к бесконечности с воз-
растанием порядкового номера, остается
открытой проблемой.

Упражнение 5. Покажите, что эта гипотеза
эквивалентна следующему утверждению: для
любого натурального k существует лишь ко-
нечное множество решений уравнения

m nx y k  в натуральных , , 2x y m , 2n .

Еще более общая гипотеза Пилаи гласит,
что для любых натуральных a, b, k суще-
ствует лишь конечное множество решений
уравнения m nax by k  в натуральных
, , 2x y m , 2n .

Прогресс с прогрессиями

Как мы видели, длинных отрезков, т.е.
арифметических прогрессий с разностью
1, состоящих из НЕстепеней, не существу-
ет. А как насчет (непостоянных) арифме-
тических прогрессий с произвольной раз-
ностью? Классический результат (возмож-
но, впервые доказанный Ферма) гласит,
что не существует четырехчленной ариф-
метической прогрессии из точных квадра-
тов (об усилении этого результата см.
также задачу М2025 «Задачника «Кван-
та» в №6 за 2006 г.). А для любого 3n
не существует арифметической прогрес-
сии из трех точных n-х степеней. Для n =
= 3 и n = 4 этот факт был доказан более 100
лет назад Кармайклом. Случай произ-
вольного 3n  был доказан сходными
методами через несколько лет после дока-
зательства большой теоремы Ферма.
Тем не менее, в натуральном ряду суще-

ствуют сколь угодно длинные арифмети-
ческие прогрессии из точных степеней.
Построить такие прогрессии можно так.
На начальном этапе конструирования
возьмем произвольную прогрессию из N
натуральных чисел, например 1 1a ,

2 2a , …, Na N , и набор простых (или
попарно взаимно простых) чисел
1 2, , , np p p… . Идея – подобрать множитель

M вида 1

1
Nss
NM a a…  так, чтобы в про-

Рис. 3. Скользящее среднее разностей между
последовательными точными степенями
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грессии 1 2, , , NMa Ma Ma…  число на i-м
месте являлось бы точной ip -й степенью.
Для этого достаточно подобрать показате-
ли 1, , Ns s…  так, чтобы js  делилось на ip
при j i  и 1is  делилось на ip .

Упражнение 6. Реализуйте указанный план.
Указание. Воспользуйтесь китайской теоре-

мой об остатках.

Для сравнения вспомним знаменитый
результат 2004 года – теорему Грина–Тао
о наличии в натуральном ряду сколь угод-
но длинных арифметических прогрессий
из простых чисел. Следующее упражне-
ние показывает, что в длинных арифмети-
ческих прогрессиях из простых чисел или
из точных степеней должны быть очень
большие разности, несоизмеримо больше,
чем количество членов прогрессии.

Упражнение 7. Пусть дана арифметическая
прогрессия с разностью d, состоящая из 2p
натуральных чисел, где p – простое число.
Докажите, что в каждом из случаев а), б) d
делится на p.
а) Все члены прогрессии – простые числа.
б) Все члены прогрессии – точные степени.
(См. также задачу М2202 «Задачника «Кван-

та» в №6 за 2010 г.).
Указание. Если d не делится на p, то в

прогрессии длины p встретятся все остатки по
модулю p, значит, в прогрессии длины 2p
найдутся 2 числа, делящихся на p.

Теперь займемся бесконечными арифме-
тическими прогрессиями a + nd, n = 0, 1,
2, …, где a и d – фиксированные натураль-
ные числа, так что d – разность прогрес-
сии, а a – ее первый член. Заметим, что все
члены прогрессии с разностью d дают один
и тот же остаток при делении на d.
Знаменитая теорема Дирихле гласит,

что при НОД , 1a d  в бесконечной
арифметической прогрессии a + nd при-
сутствует бесконечное количество простых
чисел. А что можно сказать о точных
степенях и НЕстепенях в арифметичес-
кой прогрессии?
Из теоремы 1 можно вывести, что в

любой бесконечной арифметической про-
грессии an + b, где a, b – данные положи-
тельные числа, существует бесконечное
количество НЕстепеней. Несложно дать и

конструктивное обоснование этого факта
(см. упражнение ниже).

Упражнение 8. Пусть p – простое число, на
которое не делится d. Докажите, что в прогрес-
сии a + nd найдутся числа, делящиеся на p, но
не делящиеся на 2p .

Указание. В такой прогрессии встретятся все
остатки при делении на 2p .

Не так сложно привести примеры беско-
нечных арифметических прогрессий, в
которых нет точных степеней.

Упражнение 9. Сделайте это.
Указание. Используйте идею упражнения 1.

Разность прогрессии можно взять равной 2p .

Однако если первый член и разность
прогрессии взаимно просты, то точные
степени в прогрессии найдутся.
Теорема 3. Пусть a, d – взаимно про-

стые натуральные числа. Тогда среди
чисел вида a + nd найдется точная сте-
пень.
Доказательство. Если a = 1, в нашей

прогрессии будет всякая степень вида
1 k

nd .
Если же a > 1, то в прогрессии можно

отыскать степень числа a. Действительно,
в ряду чисел 2 3, , ,a a a …  найдется пара
чисел ta  и sa , t s, дающих одинаковые
остатки при делении на d. Тогда

1 1s t t s ta a a a a  делится на d. В
силу взаимной простоты a и d получается,
что 1s ta a  делится на d, т.е.

1s ta a dn , или 1s ta  = a + dn. Зна-
чит, 1s ta  и есть искомая степень.

Упражнения

10. Докажите, что бесконечная арифмети-
ческая прогрессия из натуральных чисел, со-
держащая по крайней мере одну точную k-ю
степень, содержит и бесконечное количество
точных k-х степеней.
(См. также, например, задачу М2059 «За-

дачника «Кванта» в №5 за 2007 г.)
Указание. Вместе с kc  прогрессия должна

содержать число k
c d .

11. а) Докажите, что утверждение теоремы 3
перестает быть верным после замены слов
«точная степень» на «точный квадрат». (Ины-
ми словами, существуют прогрессии a + dn, где



НОД (a, d) = 1, не содержащие точных квад-
ратов.)

б) Докажите, что утверждение теоремы пере-
стает быть верным после замены слов «точная
степень» на «точная k-я степень» (для фикси-
рованного 2k ).
Указание. Достаточно предъявить d такое,

что k-е степени пробегают не все возможные
остатки при делении на d (или, эквивалентно,
среди чисел 0 ,1 , , 1 kk k d…  найдутся числа,
дающие одинаковые остатки при делении на d).

Возвратимся еще раз к теореме Дирихле
о простых числах в арифметических про-
грессиях. На самом деле, эта теорема име-
ет красивое усиление, которое в виде гипо-
тезы формулировали Лагранж и Дирихле,
а доказал Валле-Пуссен. Неформально,
это усиление гласит, что для любого нату-
рального d простые числа «распределены
поровну» между остатками, взаимно про-
стыми с d (скажем, на большом начальном
отрезке натурального ряда простых чисел
вида 3d + 1 и вида 3d + 2 «примерно
поровну»). Формальное утверждение та-
ково. Для каждого 1,2, , 1t d…  тако-
го, что НОД , 1t d , определяется фун-
кция ,d t x , равная количеству простых
чисел вида t + nd, не превосходящих x.

Тогда ,

,1

lim 1d t

x d

x

x
.

Заметим, что обобщить теорему 3 в та-
ком же ключе не удается. Например, в
прогрессии 3d + 1 «гораздо больше» точ-
ных степеней, чем в прогрессии 3d + 2, так
как в последней нет точных квадратов.

Удивительные суммы

Завершая прогулку по королевству, по-
кажем, как вычислить некоторые (беско-
нечные) суммы, где суммирование произ-
водится по всем НЕстепеням (или, наобо-
рот, по точным степеням). Например, вер-
на следующая теорема.

Теорема 4. 
2

2
 – НЕстепень

1
1

61m m
.

Последовательность НЕстепеней весьма
нерегулярна, поэтому возможность найти
точное значение подобной суммы может по
праву вызвать удивление. Но сейчас сек-
рет будет раскрыт: используя идею «сте-

пенного решета», мы сможем трансформи-
ровать различные суммы в суммы с «НЕ-
степенным» индексом суммирования. При-
ведем соответствующую выкладку, опус-
кая объяснения, почему в данном случае
возможно изменение порядка слагаемых в
данной бесконечной сумме (знакомые с
анализом читатели могут дать строгое обо-
снование).
Как известно, 

2

2
1

1

6n n
. Отсюда

2

2
2

1
1

6 n n

= 2 2 22 3 – НЕстепень

1 1 1

m m m m
… .

Сумма геометрической прогрессии в скоб-

ках равна 2

1

1m
, откуда и получаем нуж-

ный результат.
Конечно, тождества, аналогичные ра-

венству из теоремы 4, можно вывести и
для более общих сумм вида

 
 – НЕстепень

1

1s
m m

.

Упражнение 12. Вычислите

2
1 – точная степень

1

1q q
.

Указание. Используйте равенство

2
2 2

1 1 1 1 3

2 1 1 81n n n nn
.

Предлагаем читателю проделать похо-

жие преобразования с суммой 
1

1N

n n
 (вме-

сто суммы 2

1

n
 из теоремы 4) и вывести

красивое равенство, известное как форму-
ла Гольдбаха или теорема Гольдбаха–Эй-
лера (Goldbach–Euler theorem):

1 – точная степень

1
1

1m m
.

Автор благодарит редакцию за предложен-

ные улучшения и дополнения в разделах об

асимптотике и о прогрессиях, а также добавле-

ние упражнений.
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Поверхностное натяжение
и температура

С.ВАРЛАМОВ
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НА РИСУНКЕ 1, ВЗЯТОМ ИЗ СПРАВОЧ-
ника «Физические величины» (под ре-

дакцией И.С.Григорьева и Е.З.Мейлихо-
ва), видно, что зависимости коэффициен-
тов поверхностного натяжения  для раз-

ных сжиженных газов выглядят похожим
образом – они весьма близки к линейным.
Диапазон температур, в котором суще-
ствует жидкое состояние вещества, для
каждого вещества определяется двумя точ-
ками: температурой плавления (а точнее,
температурой тройной точки) и критичес-
кой температурой. Пользуясь моделью
взаимодействия молекул, размеры кото-
рых D, можно дать объяснение этим зави-
симостям. Суть в том, что у молекул,
находящихся на поверхности раздела кон-
денсированной и газообразной фаз веще-
ства, усредненное число повZ  ближайших
соседок, каждая из которых обеспечивает
молекуле на поверхности вклад в глубину

потенциальной ямы 0U , меньше соответ-
ствующего числа внутрZ  соседок у моле-
кул, находящихся внутри конденсирован-
ной фазы. С ростом температуры плот-
ность газообразной фазы растет, а плот-
ность конденсированной фазы убывает, и
это соответствует уменьшению разницы

внутр повZ Z . В результате микроскопи-
ческая поверхностная энергия, приходя-
щаяся на площадку с размерами порядка
размеров одной молекулы ( 2S D ) и рав-
ная

0 внутр пов

2

U Z Z

D
,

убывает с ростом температуры.
При низких температурах поверхность

жидкости почти плоская, это похоже на
поверхность моря в отсутствие ветра (рис.2,
слева). А если температура высокая, то
поверхность получается «развитая» – как
поверхность моря, покрытая волнами
(рис.2, справа). Чем выше температура,
тем больше получается реальная площадь
поверхности раздела «жидкость–пар» при
том же самом «теоретическом» периметре
этой поверхности. Этот образ – поверх-
ность моря с волнами – позволяет понять,
почему для увеличения поверхности на
S  нужна дополнительно к работе вне-

шних сил теплота и почему с ростом тем-
пературы уменьшается коэффициент по-
верхностного натяжения.
Законно поставить вопрос: а каков вклад

во внутреннюю энергию жидкости участка
ее поверхности, который имеет площадь

0S  (плоская поверхность, ограниченная
периметром), и как этот вклад зависит от
температуры?
Если рассматривать поверхностный слой

молекул как промежуточную фазу веще-

Рис. 1
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ства (между конденсированным и газооб-
разным состоянием), то для перевода мо-
лекул из конденсированной фазы в эту
промежуточную фазу нужно сообщить им
дополнительную тепловую энергию и при
этом внешние силы должны совершить
механическую работу. В результате внут-
ренняя энергия увеличивается. Ситуация
здесь аналогична переходу вещества из
конденсированного состояния в газообраз-
ное. Отличаются только знаки работ вне-
шних сил. При испарении вещества вне-
шние силы (силы давления снаружи) со-
вершают отрицательную работу, а при
увеличении площади поверхности жидко-
сти внешние силы совершают положитель-
ную работу. Собственно, именно поэтому
давление насыщенных паров растет с рос-
том температуры, а коэффициент поверх-
ностного натяжения уменьшается.
Если считать, что на проведенной (мыс-

ленно) границе, выделяющей участок по-
верхности жидкости 0S , поверхность жид-
кости колеблется, то среднее значение ко-
синуса угла  между реальной поверхно-
стью жидкости и плоской поверхностью

0S , натянутой (мысленно) на границу,
вместе с микроскопической величиной по-
верхностной энергии , приходящейся на
единицу площади, определяют проекцию
силы натяжения прямого участка границы
длиной 0L  на плоскую поверхность:

0 cosL . С другой стороны, если мыс-
ленно провести к «средней» по времени
плоскости поверхности жидкости перпен-
дикулярно ей плоскость и зафиксировать
длину отрезка пересечения (части пери-
метра), то при выделенном мысленно «пря-
мом» отрезке периметра «реальная» дли-

на границы раздела за счет волнистости
поверхности будет больше. Если угол меж-
ду «прямым» участком границы и реаль-
ным равен , то реальная длина участка
поверхности стала больше: 0 cosL . И
вместе эти два фактора в среднем по
времени должны компенсировать друг
друга. Так как средние значения углов
наклона  и , очевидно, одинаковые, то
усредненное значение проекции силы на
плоскую поверхность будет равно

0 0

cos

cos
L Lª ,

где  – величина коэффициента поверх-
ностного натяжения, приводимая в спра-
вочнике.
Внешние силы при увеличении площади

поверхности жидкости на 0S  совершают
работу

0A S= .

При этом дополнительная тепловая энер-
гия Q, нужная для того, чтобы при увели-
чении площади «плоской» поверхности
на 0S  сохранилась температура жидко-
сти, на самом деле идет на то, чтобы
создалась дополнительная бульшая пло-
щадь поверхности. Измеренная суммиро-
ванием по всем микроскопическим изги-
бам поверхности площадь может быть в
несколько раз больше площади поверхно-
сти: 0 0S S S kÆ = , где k > 1. В итоге
закон сохранения энергии Q A U+ =

дает такое соотношение:

( )0 0Q S S k+ = , или ( )0 1Q S k= - .

Коэффициент поверхностного натяже-
ния (данные справочника) изменяется с
температурой линейно. Эту зависимость

Рис. 2
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можно описать формулой

0

крит

крит 0

T T

T T

T T

-
=

-
.

Здесь 
0T
 – коэффициент поверхностного

натяжения при некоторой температуре 0T ,
а T – текущая температура. Если устроить
тепловой двигатель, работающий по циклу
Карно с нагревателем и холодильником,
имеющими близкие температуры T T+  и
T, в котором в качестве рабочего тела будет
выступать пленка поверхности жидкости,
то КПД такого двигателя будет равен t T
и можно написать такое соотношение:

0

t
S Q

T
,

или

00

крит 0

T

t
S

T T 0

крит
0

крит 0

1T

T T t
S k

T T T
.

Сократив на одинаковые множители, по-
лучаем

( )
крит

1 1
T T

k
T

-
= - , или 

крит

1
T

k
T T

- =
-

.

Подставим полученное выражение в фор-
мулу для Q:

0
крит

T

T
Q S

T T
=

-
.

Если добавить к этой энергии работу вне-

шних сил, то получится вклад во внутрен-
нюю энергию жидкости при температуре T
ее поверхности величиной 0S  (плоская
поверхность с заданным периметром):

крит
0

крит
T

T
U Q A S

T T
= + =

-
.

Ответ на поставленный вопрос получен.
Как видно из формулы для U, в знаме-

нателе стоит разность температур, которая
при приближении T к критT стремится к
нулю. Но и сам коэффициент T  тоже
стремится к нулю. Подставим в формулу
значение T , выраженное через значение
при некоторой температуре 0T :

0

крит
0

крит 0

T

T
U Q A S

T T
= + =

-
.

Получилась удивительная вещь: добавок
внутренней энергии, связанный с наличи-
ем свободной поверхности, не зависит от
температуры!
Имеется отдаленная аналогия с извест-

ной задачей о запасе энергии теплового
движения воздуха в комнате при разных
температурах воздуха, но при фиксиро-
ванном давлении. И там тоже запас энергии
не зависит от температуры, а определяется
только давлением воздуха и объемом ком-
наты.

Что не так с перестановкой
слагаемых?

К.КОХАСЬ

–ЗДРАВСТВУЙТЕ, УВАЖАЕМЫЕ ТЕ-
лезрители! Незаметно прошла не-

деля, и вы смотрите очередной потрясаю-
щий выпуск научно-популярной телепере-

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20190603

дачи «Что не так?» Меня зовут Горгулий,
в нашей передаче мы не боимся прямо и
честно рассказывать о самых замыслова-
тых сюжетах. Задавайте нам свои вопросы
прямо на сайте телепередачи. Тема сегод-
няшнего выпуска, как обычно, предложе-
на телезрителями.

«КВАНТ»  ДЛЯ  МЛАДШИХ  ШКОЛЬНИКОВ
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Наш телезритель Пинот Хукк спрашива-
ет: что не так с суммой, если мы перестав-
ляем слагаемые? Ответить на этот вопрос
нам поможет наш постоянный эксперт по
вопросам адекватности дятел Спятел.

– Привет, друзья! Вот и опять мы встре-
тились по разные стороны телеэкрана!

– Скажите, пожалуйста, маэстро, отку-
да вообще у Пинота Хукка могло появить-
ся беспокойство о сумме, в которой мы
меняем порядок слагаемых? Неужели наш
телезритель не знает элементарных фак-
тов школьной программы?

– Видите ли, жизнь присутствует и за
рамками школьной программы, – объяс-
нил дятел Спятел. – Многочисленные при-
меры говорят нам, что порядок при сумми-
ровании важен. Вот, допустим, этот ваш
Пинот Хукк пришел в магазин...

– Прошу прощения, не хотите ли вы
сказать, что при покупке мороженого и
шоколадки мы заплатим не столько же,
сколько при покупке шоколадки и моро-
женого?

– Вы спортивный и энергичный, за сло-
вом в карман не лезете, да и вообще
постоянно перебиваете и ведете себя на-
гло, к тому же речь идет о совсем неболь-
шой покупке, поэтому, думаю, что если
покупать будете вы, в обоих случаях цена

покупки будет одна и та же. Но представь-
те, что вы пришли в ювелирный магазин и
хотите купить... ну скажем, коробочку для
перстня. Коробочка стоит всего 100 руб-
лей, однако в последний момент вы гово-
рите: «так и быть, давайте я куплю еще и
перстень за 100 000». Таким образом,
всего за 100 тысяч 100 рублей вы станови-
тесь счастливым обладателем перстня в
коробочке. Если же вы станете покупать
эти предметы в другом порядке – сперва
выберете перстень, а потом согласитесь
«да-да, упакуйте, пожалуйста», то цена
покупки может оказаться больше, напри-
мер 100 тысяч 500 рублей!

– Я думаю, такие аномалии случаются
нечасто.

– Не скажите, очень даже часто. Вот вам
еще пример: на рынке продаются яблоки и
апельсины; те и другие по 100 рублей за
килограмм. Вы берете одно яблоко (при-
близительно 10 рублей за 100 граммов) и
одну тонну апельсинов (100 тысяч руб-
лей). Итого 100 010 рублей. Если же вы
берете тонну апельсинов, да еще просите
добавить туда одно яблоко, «они ведь по
одной цене», то получите то же самое,
скорее всего, «всего лишь» за 100 000
рублей.

– Я понял вас, по-видимому, мы имеем
здесь дело с коммерческим сложением,
которое имеет свои нюансы и не всегда
подчиняется математическим законам. Но
может ли сумма измениться, если речь
идет о чистой математике?

– Вы, конечно, слышали о вакуумных
квантовых флуктуациях? – неожиданно
спросил дятел Спятел.

– Да, – без запинки ответил Горгулий, –
сейчас это очень модная тема, все о них
слышали. Но специально для нашего теле-
зрителя Пинота Хукка стоит пояснить.

– Вот, есть у вас пустое пространство,
полнейший вакуум. Короче, такой ноль-
преноль. Неожиданно буквально из ниот-
куда появляется, скажем, электрон в паре
с позитроном. А через мгновение они тихо-
мирно аннигилируют, вместо того чтобы
разлететься в разные стороны.

– Да-да, удивительно и очень интерес-
но, – согласился Горгулий, смачно зев-
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нув. – Ненавижу физику. К чему же вы
клоните?

– Просто зарисовочка из жизни. Она
настраивает мысли на нужный лад. Вот
что вы со своим телезрителем Пинотом
Хукком можете сказать о сумме

1 1 1 1 1
1

2 2 2 4 4

Ê ˆ Ê ˆ- - + - -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
1 1 1

4 8 8

Ê ˆ+ - - +Á ˜Ë ¯

+ 
1 1 1

?
8 16 16

Ê ˆ- - +Á ˜Ë ¯
…

– Хм... Ну... Да... Типичные вакуумные
флуктуации. Она равна нулю!

– Не могу не согласиться. Но, кстати,
если включить очень сильное магнитное
поле, эти наши электроны-позитроны как
раз-таки и разлетятся в разные стороны!
Впрочем, это слишком художественно, к
делу отношения не имеет. Давайте разбе-
ремся со слагаемыми в сумме. Самое круп-
ное по модулю слагаемое тут одно: едини-
ца. Следующее по величине слагаемое 1 2 .
Оно встречается три раза: два раза со
знаком минус и один раз со знаком плюс.
Итого 1 2- . Следующее по величине сла-
гаемое 1 4  тоже встречается три раза: два
раза со знаком минус и один раз со знаком
плюс. Итого 1 4- . То же самое можно
сказать и про все остальные слагаемые.
Получается, что наша сумма равна

1 1 1
1

2 4 8
- - - -…

– Да ведь это все тот же 0! Только теперь
это записано не самым очевидным спосо-
бом. Получается, что вы переставили сла-
гаемые и даже кое-что сократили, а сумма
не изменилась. Значит, все так?

– Не торопитесь. Рассмотрим еще один
пример «флуктуаций»:

1 1 1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 4 4 3 6 6

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ- - + - - + - - +Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯

+
1 1 1 1 1 1

4 8 8 5 10 10

Ê ˆ Ê ˆ- - + - - +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
…

Не правда ли, эта сумма тоже равна нулю.
Упростим ее в стиле предыдущего рассуж-
дения. Каждое слагаемое с четным знаме-
нателем 2k встречается в сумме три раза:
два раза со знаком минус в скобке

1 1 1

2 2k k k

Ê ˆ- -Á ˜Ë ¯  и один раз со знаком плюс

в скобке 
1 1 1

2 4 4k k k

Ê ˆ- -Á ˜Ë ¯
. А каждое слага-

емое с нечетным знаменателем 2k + 1
встречается один раз со знаком плюс в

скобке 
1 1 1

2 1 4 2 4 2k k k

Ê ˆ- -Á ˜Ë ¯+ + +
. Поэтому

сумма равна

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5 6
- + - + - +…

– Осмелюсь предположить, что это тоже
ноль, только записанный еще менее оче-
видным способом.

– Ну что вы, какой же это ноль! Сумма,
которую я написал, положительна, это
совершенно очевидно:

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5 6

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ- + - + - +Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
…

А вы, я вижу, плохо отличаете положи-
тельные числа от нулевых. Кажется, я зря
предположил, что стоимость мороженого
и шоколадки у вас будет всегда одна и та
же! Да вы, наверно, и есть тот самый
Пинот Хукк, который задал этот дурацкий
вопрос! Признавайтесь!

– Нууу, ээээ... В последнее время теле-
зрители проявляют мало активности на
сайте нашей телепередачи... Они задают
скучные и малоинтересные вопросы...

– Дорогие друзья, я дятел Спятел, экс-
перт великолепной инновационной про-
граммы «Что не так?» по вопросам адек-
ватности. Сегодня мы обсуждали инте-
реснейший вопрос о возможном неадек-
ватном поведении суммы при перемене
мест слагаемых. Вместо этого мы стали
свидетелями неадекватного поведения на-
шего ведущего! Давайте поаплодируем ему
за прекрасно поставленный вопрос. Про-
яснилось ли что-нибудь в результате на-
шей дискуссии? Думаю, не очень. Ну да
и ладно. Берегите себя, сохраняйте яс-
ность ума и трезвость мысли! Увидимся
на следующей неделе!
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Эти задачи предлагались на Международ-
ном математическом конкурсе-игре «Кенгуру»
в 2019 году.

Задачи
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1. В парке аттракционов колесо обо-
зрения работает по субботам, воскре-
сеньям и вторникам. В летние канику-
лы Маше разрешили ходить в парк 9

дней подряд. В какой день недели ей
нужно пойти в парк первый раз, если
она хочет кататься на колесе обозре-
ния как можно больше?

2. Одинаковые квадраты разделены
на маленькие квадратики, которые

покрашены в шахматном порядке. На
каком из них закрашенная площадь
самая большая?

3. Из развертки, изображенной на
рисунке вверху, Саша склеила короб-

ку 1 ¥ 1 ¥ 2 и рассматривает ее с раз-
ных сторон. Какой из вариантов a – d
она не сможет увидеть?

4. Лист 4 ¥ 8 сложили пополам, по-
том еще раз пополам и т.д. – в итоге
получили квадрат 1 ¥ 1. Потом лист
развернули обратно, и некоторые от-
резки оказались «выгнуты» вверх, а
другие – «выгнуты» вниз. Какой мог-
ла оказаться сумма длин отрезков,
выгнутых вверх? (Требуется найти все
варианты и доказать, что других нет.)
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Этот раздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала. Публикуемые в
нем задачи нестандартны, но для их решения не требуется знаний, выходящих за рамки
школьной  программы. Наиболее трудные задачи отмечаются звездочкой. После формулировки
задачи мы обычно указываем, кто нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуются
впервые.

Решения задач по математике и физике из этого номера следует отправлять по электрон-
ным адресам: math@kvant.ras.ru и phys@kvant.ras.ru соответственно или по почтовому адресу:
119296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант».

Условия каждой оригинальной задачи, предлагаемой для публикации, вместе с Вашим
решением этой задачи присылайте по тем же адресам.

Задачи М2562 – М2564, М2565а предлагались на заключительном этапе XLV Всероссийской
олимпиады школьников по математике.

Задачи Ф2569–Ф2572 предлагались на Интернет-олимпиаде СУНЦ в 2018/19 учебном году.
Автор задач – С.Варламов.

Задачи
по математике и физике

Задачи М2562–М2565, Ф2569–Ф2572

M2562.  Каждой точке A плоскости сопо-
ставлено вещественное число ( )f A . Изве-
стно, что если M – точка пересечения
медиан треугольника ABC, то ( )f M =

( ) ( ) ( )f A f B f C= + + . Докажите, что
( ) 0f A =  для всех точек A.

А.Голованов

M2563. Паша и Вова играют в следующую
игру, делая ходы по очереди. Начинает
Паша. Изначально перед мальчиками ле-
жит большой кусок пластилина. За один
ход Паша может разрезать любой из име-
ющихся кусков пластилина на три части.
Вова своим ходом выбирает любые два
куска и слепляет их вместе. Паша побеж-
дает, если в некоторый момент среди име-
ющихся кусков пластилина окажется 100
кусков одинаковой массы. Может ли Вова
помешать Паше победить?

Р.Ефремов, Д.Белов

M2564. Дан остроугольный треугольник
ABC, в котором AC < BC (рис. 1). Окруж-
ность проходит через точки A и B и пере-
секает отрезки CA и CB повторно в точках

1A  и 1B  соответственно. Описанные ок-
ружности треугольников ABC и 1 1A BC
пересекаются повторно в точке P. Отрезки

1AB  и 1BA  пересекаются в точке S. Точки
Q и R симметричны S относительно пря-

мых CA и CB. Докажите, что точки P, Q,
R и C лежат на одной окружности.

Д.Прокопенко

M2565*. а) Даны n монет попарно раз-
личных масс и n чашечных весов, n > 2.
При каждом взвешивании разрешается
выбрать какие-то одни весы, положить
на их чаши по одной монете, посмотреть
на показания весов и затем снять монеты
обратно. Какие-то одни из весов (неизве-
стно, какие) испорчены и могут выдавать
случайным образом как правильный, так
и неправильный результат. За какое
наименьшее количество взвешиваний мож-

Рис. 1
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но заведомо найти самую тяжелую мо-
нету?
б) Решите ту же задачу, если на чаши
весов разрешается класть сколько угодно
монет.

М.Дидин

Ф2569. На плоской вертикальной стене
висят часы, у которых секундная стрелка
движется плавно (без скачков) в верти-
кальной плоскости. Длина стрелки R =
= 10 см, ось вращения стрелок часов гори-
зонтальна и находится на высоте h = 2 м
над полом. На кончике секундной стрелки
сидит муха и относительно стрелки не
движется, а по горизонтальному полу вдоль
стены с часами на расстоянии L = 10 см от
нее бежит таракан с постоянной скоростью
v = 10 см/с. В некоторый момент таракан
находится ближе всего к часам. Какой по
величине в этот момент может быть ско-
рость таракана в системе отсчета мухи, где
она и секундная стрелка часов покоятся, а
весь мир вращается вокруг оси часов?
Какой по величине в этот момент может
быть скорость мухи в системе отсчета
таракана, где его туловище покоится, нож-
ки шевелятся и мимо него весь мир дви-
жется?

Ф2570. Между двумя домами с плоскими
крышами, которые располагаются на од-
ной высоте над землей, расстояние 3 мет-
ра. Вася принес на одну из крыш две
легкие и прочные доски одинаковой шири-
ны и толщины, каждая из которых имеет
длину 2 метра. Связав веревками эти дос-
ки так, как показано на рисунке 2, Вася

соединил крыши домов мостиком. Доски
своими свободными концами опираются о
края крыш, «заходя» на каждую крышу
на 2,5 см. А каждый из привязанных к
другой доске концов охвачен веревкой,
образующей «одинарное» кольцо. Масса
Васи 60 кг. При какой минимальной проч-

ности веревок на разрыв Вася может, не
боясь упасть и не торопясь, переходить с
одной крыши на другую?

Ф2571. Сплошной стальной шарик радиу-
сом R = 5 см привязан тонкой прочной и
нерастяжимой нитью к дну сосуда. В сосуд
налили столько ртути, что шарик не каса-
ется дна, а нить натянута с силой F =
= 13,6 Н. В этот же сосуд дополнительно
наливают столько воды, что весь шарик
оказывается ниже ее верхнего уровня.
Какой  теперь  стала  сила натяжения

нити? Плотность ртути 3
рт 13,6 г см= ,

плотность стали 3
cт 7,8 г см= , плотность

воды 3
в 1,0 г см= . Считайте, что
2

10 м сg = .

Ф2572. Водопроводный кран сломался,
поэтому из него в раковину постоянно
капает горячая вода с температурой
60 С+ ∞ . Вода скапливается в подставлен-

ной тарелке, а ее излишек стекает в слив-
ное отверстие. Температура воды в тарел-
ке через сутки после поломки установи-
лась равной 30 С+ ∞ . Какой станет темпе-
ратура воды в тарелке через сутки после
починки крана сантехником Джамшутом,
если в результате «починки» частота паде-
ния капель увеличилась в 4 раза? Комнат-
ная температура 20 С+ ∞ . Мощность теп-
ловых потерь пропорциональна разнице
температур.

Решения задач М2550–М2552,

Ф2557–Ф2560

M2550. Для положительных чисел a, b, c
докажите неравенство
a b b с с a

b c с a a b

+ + +
+ +

+ + +
2 2 2a b c≥ + + .

Для решения будем использовать вспомо-
гательные неравенства для положитель-
ных чисел:

2 2 2x y z
x y z

y z x
+ + ≥ + + ,     (1)

a b b с c a+ + + + + ≥

2 2 2a b c≥ + + . (2)

Для доказательства неравенства (1) мож-

Рис. 2
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но, например, взять неравенство
2

2
x

x y
y

≥ -  (которое эквивалентно нера-

венствам 2 22x xy y≥ - ¤ 2 22x xy y- + ≥
( )20 0x y≥ ¤ - ≥ ) и сложить с аналогич-

ными неравенствами 
2

2
y

y z
z

≥ -  и 
2z

x
≥

2z x≥ - .
Чтобы доказать неравенство (2), можно

неравенство 2 2a b a b+ ≥ +  (которое

эквивалентно неравенствам 2a b a+ ≥ +

2ab b+ + ¤ 2a ab- + b (0 a≥ ¤ -

)2 0b- ≥ ) сложить с аналогичными не-

равенствами 2 2b с b с+ ≥ +  и

2 2с a с a+ ≥ + .
Теперь данное в условии неравенство мож-
но доказать в два хода. Вначале, применив

неравенство (1) для чисел x a b= + ,

y = b с+ , z c a= + , получим

a b b с c a

b c c a a b

+ + +
+ + ≥

+ + +

a b b c c a≥ + + + + + ,

после чего остается воспользоваться нера-
венством (2).

Б.Кайрат, А.Храбров

M2551. На доске нарисован выпуклый n-
угольник ( 4n ≥ ). Каждую его вершину
надо окрасить либо в черный, либо в
белый цвет. Назовем диагональ разно-
цветной, если ее концы окрашены в раз-
ные цвета. Раскраску вершин назовем
хорошей, если n-угольник можно разбить
на треугольники разноцветными диаго-
налями, не имеющими общих точек (кро-
ме вершин). Найдите количество хоро-
ших раскрасок.

Ответ: 2n n- .
Сразу же заметим, что раскраска всех
вершин в один цвет хорошей не является;
такие раскраски в дальнейшем не рассмат-
риваются.
Назовем сторону многоугольника разно-
цветной, если ее концы окрашены в раз-
ные цвета, и одноцветной – в противном
случае. Назовем раскраску вершин упоря-

доченной, если все черные вершины на
границе многоугольника образуют один
блок подряд идущих вершин, иначе гово-
ря, у многоугольника есть ровно две раз-
ноцветные стороны (ясно, что менее двух
разноцветных сторон быть не может).
Установим следующее описание хороших
раскрасок.
Лемма. Раскраска вершин выпуклого n -
угольника (при 3n ≥ ) является хорошей
тогда и только тогда, когда она упорядо-
чена.
Доказать лемму можно разными способа-
ми, например используя индукцию. Мы
приведем здесь доказательство, которое
встретилось в работах нескольких школь-
ников на региональном этапе Всероссийс-
кой олимпиады.
Доказательство. Предположим, что рас-
краска вершин выпуклого n-угольника
является хорошей, и рассмотрим соответ-
ствующее разбиение многоугольника на
треугольники разноцветными диагоналя-
ми. Как известно, в таком разбиении ров-
но n – 2 треугольника (это следует, на-
пример, из подсчета суммы углов n-уголь-
ника: с одной стороны, она равна
( )2 180n - ◊ ∞ , а с другой, она равна сум-
ме углов всех треугольников разбиения).
В каждом из этих треугольников можно
выбрать сторону, соединяющую верши-
ны разного цвета; такая сторона не мо-
жет быть диагональю n-угольника, а зна-
чит, это одноцветная сторона n-угольни-
ка. Итак, для каждого из n – 2 треуголь-
ников нашлась одноцветная сторона
n-угольника (для разных треугольников
эти стороны, очевидно, разные), поэтому
всего в нашем n-угольнике не менее
n – 2 одноцветных и, следовательно, не
более двух разноцветных сторон. Таким
образом, раскраска вершин является упо-
рядоченной.
Пусть теперь раскраска вершин выпукло-
го n-угольника является упорядоченной,
последовательно обозначим вершины

1 2 1, , , , , ,k lA A A B B… … , где iA  – белые вер-
шины, а jB  – черные (см. рисунок).
Проведем все диагонали, ведущие из 1A  в
черные вершины, и все диагонали, веду-
щие из 1B  в белые вершины. Очевидно,
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получено требуемое разбиение разноцвет-
ными диагоналями.
Лемма доказана.
Ввиду леммы, осталось лишь посчитать
число упорядоченных раскрасок n-уголь-
ника. Для каждого возможного количе-
ства k черных вершин (k принимает значе-
ния от 1 до n – 1) среди всех n вершин
можно n способами выбрать расположение
блока из k подряд идущих черных вершин,
т.е. число способов равно ( )1n n - .

С.Берлов, И.Богданов

M2552. Последовательность ( na ) нату-
ральных чисел задана условиями 1 1a = ,

1n n n
a a a+ È ˘Î ˚

= +  при всех натуральных

n ≥ 1. Докажите, что для каждого нату-
рального k в этой последовательности
найдется член, делящийся на k.

Среди чисел 1 2, , ,k k ka a a+ + …  выберем чис-
ло, которое дает наименьший остаток при
делении на k. Пусть это число ma , и пусть
оно дает остаток r при делении на k. Если
r = 0 , то ma  – нужный нам член последо-
вательности. Предположим теперь, что
0 r k< < .
Поскольку m k≥ , имеем

( )22 2 2 2 1 1m k m m m m m+ £ + < + + = + ,

поэтому

2 1mÈ ˘+ =Í ˙Î ˚

2 2
2m m k mÈ ˘ È ˘= + = = + =Í ˙ Í ˙Î ˚ Î ˚

… .

Отсюда 2 2
1 mm m

a a a+ = + , 2 2
2 1m m

a a+ += +
ma+ , …, 2 2

1 mm k m k
a a a+ + -= + , т.е. 2m t

a + =
2 mm

a ta= +  для t = 1, 2, …, k. Пусть 2m
a

дает остаток R при делении на k, тогда
2m t

a +  дает при делении на k такой же
остаток, как и число R + tr. В ряду чисел
R, R + r, R + 2r, …, R + kr найдем первое
число, не меньшее k (такое число найдет-
ся, так как R < k, а R kr R k k+ ≥ + ≥ ).
Пусть это число R + sr. Тогда

( )1R s r k R sr+ - < £ + , откуда (0 R£ +

)sr k r+ - < , поэтому у числа R + sr, а
значит, и у числа 2m s

a + , остаток при
делении на k строго меньше r, что проти-
воречит нашему выбору.

П.Кожевников

Ф2557. На горизонтальной плоскости
находятся два одинаковых однородных
бруска массой M, один из них – «лежа-
чий», а другой – «стоячий» (см. рисунок).

На брусках закреплены невесомые блоки
без трения в осях, через которые переки-
нута невесомая и нерастяжимая нить,
соединяющая два одинаковых шара мас-
сой m. У нити имеются вертикальные и
горизонтальный участки. Шары каса-
ются брусков. Вначале эти бруски удер-
живаются внешними силами в неподвиж-
ном состоянии. Затем бруски отпусти-
ли, и они стали двигаться поступатель-
но. С какими начальными ускорениями
двигались бруски? Трения в системе ниг-
де нет.

Судя по рисунку, бруски будут сближать-
ся, так как между ними имеется натяну-
тая нить. Шар, прикасающийся к «сто-
ячему» бруску, останется в соприкосно-
вении с ним, а вот второй шар (слева на
рисунке) сразу после того, как внешние
силы пропали, перестанет касаться «ле-
жачего» бруска. Оба шара начнут опус-
каться вниз. Вертикальные составляющие
их ускорений в начальный момент будут
одинаковыми. Обозначим небольшое сме-
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щение шаров вниз через х, тогда в сумме
горизонтальные встречные смещения брус-
ков (будем их считать положительными)

ст лежx x+  дадут величину 2х. Это рас-
стояние поделится между смещениями
«лежачего» и «стоячего» брусков в про-
порции

( ) ст лежM m x Mx+ = .

Отсюда находим

ст
2

M
x x

M m
=

+
, леж

2

M m
x x

M m

+
=

+
.

Поскольку трения нет, то механическая
энергия системы тел сохраняется:

( ) 22

2
2 2

x M m
m M

M m

È Ê ˆ¢ +Í + +Á ˜+Ë ¯ÍÎ

( )
2

2

M
M m

M m

˘Ê ˆ
˙+ + -Á ˜+Ë ¯ ˙̊

2 0mgx = .

Обозначим выражение в квадратных скоб-
ках в полученном уравнении через A.
Упрощая это выражение, получим

2 24 2

2

m mM M
A

M m

+ +
=

+
и перепишем уравнение в более удобном
виде:

( )2 4mg
x x

A
=¢ .

Из кинематики известно, что такая связь
координаты х и скорости x¢  соответствует

движению с ускорением, равным 
2mg

A
.

Отсюда получаются искомые ускорения
брусков сразу после их освобождения:
ускорение «лежачего» бруска равно

( )
леж 2 2

22

2 4 2

gm m Mmg M m
x

A M m m mM M

++
= =¢¢

+ + +
и направлено вправо, ускорение «стояче-
го» бруска равно

ст 2 2

2 2

2 4 2

mg M gmM
x

A M m m mM M
= =¢¢

+ + +
и направлено влево.

М.Ромашка

Ф2558. Шаровая льдинка радиусом 0R ,
имеющая температуру 0 C∞ , в услови-
ях невесомости начинает таять (пла-

виться) при постоянной «невысокой»
температуре окружающей среды 0T
( 0 2 5 CT - ∞∼ ). Пренебрегая испарением,
определите время таяния льдинки. Во
сколько раз возрастает время таяния
льдинки при увеличении ее радиуса в два
раза? Удельная теплота плавления льда

, коэффициент теплопроводности воды
. Считайте, что при плавлении льдин-

ка сохраняет форму шара и симметрич-
но окружена водой, образовавшейся при
ее таянии, поскольку вода хорошо сма-
чивает лед. Температура на внешней
поверхности воды, которая представля-
ет собой сферу, всегда равна темпера-
туре окружающей среды 0T .

Сначала определим, как время плавления
t зависит от существенных параметров
системы, приведенных в условии задачи.
«Оценочное» уравнение для времени мож-
но получить, считая, что теплота для плав-

ления льда объемом 34

3
V R=  и вынуж-

денного при этом нагрева образовавшейся
воды до температуры порядка 0T  поступа-

ет через поверхность площадью 2
4S R∼

через слой воды толщиной h R∼  при
разнице температур 0T :

( )3 2 0
0

4
4

3

T
R cT R t

R
◊ ◊ + ◊ ◊ ◊∼ .

Отсюда получаем

2 0

0

1
cT

t A R
T

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
,

где c – теплоемкость воды, A – некоторая
численная константа, которую можно оп-
ределить только при «точном» решении
задачи. Из полученного выражения следу-
ет, что время плавления пропорционально
квадрату начального размера льдинки и
при увеличении диаметра льдинки в 2 раза
время плавления увеличится в 4 раза. При
малом значении 0T  вторым слагаемым в
скобках можно пренебречь. (При 0 3 CT = ∞
второе слагаемое равно 0 1 30cT ª , что
действительно много меньше 1.)
Теперь рассмотрим точное решение зада-
чи. Можно считать, что при невысокой
температуре окружающей среды процесс
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таяния льдинки будет очень медленным и
что распределение температуры в расплав-

ленной оболочке
(воде) будет стацио-
нарным. При этом
поток тепла для тая-
ния льдинки опреде-
ляется градиентом
температуры на гра-
нице вода–лед и ве-
личиной поверхнос-
ти этой границы

(рис.1). Запишем это условие (в соответ-
ствии с законом Фурье):

2
4

dT
x C

dx
◊ = .

Интегрируем и находим

1

1

4

C
T C

x
= - ◊ + .

Константы определяем из граничных ус-
ловий

0 1

1

4

C
T C

R
= - ◊ + ,

1

1
0

4

C
C

r
= - ◊ +

и получаем

1

1

4

C
C

r
= ◊ , 04

Rr
C T

R r
=

-
.

В итоге распределение температуры в вод-
ной оболочке определяется формулой

0

1 1Rr
T T

R r r x

Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯-
.

Сложность дальнейшего точного расчета
связана с изменением объема при таянии
льда. Примем плотность льда равной

3
0,9 г см . Легко показать, что внешний
радиус жидкой сферы определяется такой
формулой (r – радиус оставшейся льдин-
ки):

( )
3

1 3 3
0

0

1
0,9 1

9

r
R r R

R

Ê ˆ
= ◊ ◊ + ªÁ ˜Ë ¯

ª
3

3
0

0

1
0,965 1

9

r
R

R

Ê ˆ
+ Á ˜Ë ¯

.

График этой «нехорошей» (но очень «сла-
бенькой») функции приведен на рисунке
2. Очевидно, что для упрощения расче-

тов внешний радиус можно считать кон-

стантой со значением 0

1 0,965

2
R R

+
ª ª

00,983Rª  (в соответствии с усреднением
линейной аппроксимации).
Теперь находим градиент температуры у
поверхности льда, который и определяет
тепловой поток при таянии льдинки:

0 2

1
,

dT Rr
T

dx R r x
=

-
 или 

( )0

dT R
T

dr R r r
=

-
.

Уравнение плавления запишем в виде

( )2 2
4 4

dT
r dr r dt

dr
◊ ◊ - ◊ = ◊ ◊ ◊ =

= 
( )

2
04

R
r T dt

R r r
◊

-
.

После преобразования проинтегрируем:

( )
0

2

0 06
R

t R r r dr R
T R T

= - - ◊ =Ú
и учтем изменение объема при плавлении:

( )2 2
0 0

0 0

0,983 0,965
6 6

t R R
T T

= ª .

Численный расчет показывает, что шарик
радиусом в 1 см при внешней температуре
2,25 C∞  расплавится за 1 час.

А.Власов

Ф2559. В точке А, расположенной на
расстоянии r от центра О незаряженной
проводящей сферы радиусом R, находит-
ся точечный заряд q (см. рисунок). Сфе-
ру заземляют длинным тонким проводни-
ком. На сколько после заземления изме-
нится потенциал  точки В, являющей-
ся вершиной равностороннего треуголь-
ника АВО? Каким будет изменение век-

Рис. 1

Рис. 2
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тора напряженности электрического поля
в этой же точке?

Решение аналогичной задачи см. в статье
С.Крюкова «Принцип суперпозиции в элек-
тростатике» в предыдущем номере «Кван-
та».

Ф2560. Имеется бесконечная сетка, сде-
ланная из проволоки постоянного сечения,
показанная на рисунке 1. Длина отрезка

АВ равна а. Сопротивление единицы дли-
ны проводника равно . Найдите сопро-
тивление ABR  между точками А и В.

Преобразуем все звезды искомой сетки в
треугольники, как показано на рисунке 2.

Рис. 1

Рис. 2

У каждого получившегося треугольника
сопротивление «стороны» равно

1

3 3
3 cos

2 6 4

a
R a= ◊ ◊ = .

Если теперь все параллельные соединения
заменить эквивалентными, то получится
бесконечная треугольная сетка (рис.3) с

сопротивлением каждого ребра

2

3 3

4 3 3

3 3 3 3 4

4

a a

R a

a a

Ê ˆ
◊Á ˜Ë ¯

= =
+

+
.

Если бы ток был подведен только к одному
узлу А, то дальше он симметрично распре-
делялся бы по остальным участкам и ухо-
дил в бесконечность. При этом сила тока в
первых шести отрезках решетки была бы

равна 
1

6
I. И наоборот, если бы ток стекал-

ся из бесконечности к узлу В, то через
каждый из шести отрезков решетки, под-
ходящих к узлу В, шел бы ток в шесть раз
меньший, чем общий ток в проводе, кото-
рый соединяет узел В с источником тока.
Подключение же источника к узлам А и В
является суперпозицией двух рассмотрен-
ных случаев. Тогда ток, текущий по отрез-

ку АВ, равен 
1

3
I. Для искомого сопротив-

ления окончательно получаем

1 3 3

33 3 3 4

3 3 4
AB

AB

I a
U

R a
I I

◊
+= = =

+
.

А.Бычков

Рис. 3
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От пузырька
до черных дыр

А.СТАСЕНКО

У каждого человека свои звезды. Од-
ним они указывают путь. Для других это
просто маленькие огоньки. Для ученых
– они как задача, которую надо решить.

Антуан де Сент-Экзюпери.
Маленький принц

ВСЕ, ЧТО КОЛЕБЛЕТСЯ, ЗАЯВЛЯЕТ О СЕБЕ
волнами, распространяющимися в окру-

жающем пространстве. Казалось бы, что
может быть различнее, чем газовый пузырек
в жидкости и черная дыра чудовищной плот-
ности в космической «пустоте»…

Начнем с пузырька в жидкости. Если его
поверхность колеблется сферически-симмет-
рично, то фронты волн, распространяющих-
ся в окружающей жидкости, тоже будут
сферами (рис.1,а). А векторы плотности
потока энергии на расстояниях, много боль-

ших размера пузырька, будут направлены
по радиусам. Конечно, если считать жид-
кость абсолютно несжимаемой, то такие ко-
лебания пузырька возможны, только если
жидкость обладает свободной поверхностью
или если есть второй пузырек, который
будет сжиматься при расширении первого
(рис.1,б). Такая структура называется дипо-
лем. Соответственно, излучение одного пу-
зырька можно назвать монопольным.

Для круговой частоты  малых колеба-
ний отдельного пузырька из соображений
размерностей можно получить следующее
выражение:

0

0

2 1 p

T a
∼ ,

где T – период колебаний, 0a  – радиус
равновесного невозмущенного пузырька, 0p
– давление в жидкости,  – ее плотность,
Точное выражение (формула Миннарта)
содержит безразмерный множитель 3 2 ,

где 
p

V

c

c
 – отношение теплоемкостей при

постоянной давлении и при постоянном объе-
ме газа в пузырьке. Полагая 0a  = 1 мм,

5
0 10p  Па, 3 310 кг м ,  = 1,4, полу-

чим
42 10 рад с , 43 10  cT .

А что если рядом с этим диполем располо-
жить еще один (рис.1,в)? Правильно, полу-
чится квадруполь (на дискотеках часто ис-
пользуют квадроколонки). Отметим, что этот
термин встретится позже, при рассмотрении
гравитационного излучения звезд. Далее,
нетрудно догадаться поместить рядом с этим
квадруполем еще один (рис.1,г). Понятно,
что получится октуполь (восьмиполюсник).
На рисунках знаком «+» обозначены пу-
зырьки в момент их расширения, знаком
«–» – в момент сжатия, а стрелками показа-
ны линии тока окружающей жидкости. Ка-
чественно такая же картина получится для
силовых линий электростатического поля,
если пузырьки заменить электрически заря-
женными шариками.

Но обратимся к звездам. Недавно свер-
шилось чудо, которого физики ожидали це-
лое столетие, – на Земле были зарегистри-
рованы гравитационные волны, идущие из
дальнего космоса! Дело в том, что электро-
магнитное излучение звезд – свет – легко

Рис. 1. Различные комбинации колеблющихся
пузырьков в жидкости: а) монополь, б) ди-
поль, в) квадруполь, г) октуполь
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наблюдаемо и многократно воспето поэта-
ми, а радио-, ИК, УФ, рентгеновское и
гамма-излучения уверенно регистрируются
приборами. Однако общая теория относи-
тельности (ОТО) предсказывает и гравита-
ционные волны, которые должны возни-
кать при колебаниях форм массивных звезд.
Принципиально важно и практически за-
манчиво научиться регистрировать эти вол-
ны. Ведь в принципе, например, любой
студент, ускоренно перемещаясь из лекци-
онного зала в буфет, изменяет распределе-
ние масс во Вселенной.
Человечество уже почти сто лет изучает

возможность зарегистрировать на Земле гра-
витационные волны, идущие к нам из миро-
вого пространства. Детекторы, использован-
ные Дж.Вебером (шестидесятые годы про-
шлого века) могли «почувствовать» дефор-
мацию принимающего устройства с точнос-
тью до 1610  м – в десять раз меньше
радиуса протона! В опытах В.Б.Брагинско-
го (конец прошлого – начало нынешнего
века) порог чувствительности плотности
потока энергии достигал 9 210 Вт м .
А сравнительно недавно следящая система

зарегистрировала гравитационные волны от
двойной черной дыры общей массой почти в
сотню масс нашего Солнца, удаленной от нас
на 400 мегапарсеков (1 парсек = 3 1016 м).
Конечно, обе ее части вращались вокруг
общего центра масс (например, как Земля и
Луна) с громадной и все возрастающей ско-
ростью порядка скорости света («порядка»
ни в коем случае не означает «равной»). А
поскольку расстояние между ними изменя-
лось, возникала сильная приливная дефор-
мация этих звезд и окружающего простран-
ства, что и породило гравитационные волны
(рис.2). И если колебания капли воды ха-
рактеризуются не только набором частот, но
и форм – чего уж тут ждать от звезд! Среди
спектра этих колебаний важную роль игра-
ют квадрупольные моды.
В результате слияния образовалась единая

черная дыра массой в 62 ⊙  (где
302 10⊙  кг – масса Солнца ), на излу-

чение гравитационных волн ушла энергия
23 c⊙  (где 83 10 м сc  – скорость све-

та), а максимальное значение гравитацион-
ной «светимости» достигло 493,6 10  Вт,

что эквивалентно мощности в 2200 c⊙  джо-

улей в секунду. Конечно, до Земли дошел
лишь очень слабый «звук». Один из иссле-
дователей сравнил трудности выделения нуж-
ных сигналов с попыткой расслышать шепот
приятеля на другом конце шумного кафе.
Пожалуй, и это сравнение недостаточно яр-
кое – «услышать» гравитационный сигнал
при помощи одного детектора еще труднее.

Итак, в двух точках США на расстоянии
приблизительно 3000 км друг от друга были
установлены два детектора. Гравитацион-
ная волна должна была пройти этот путь
приблизительно за 10 микросекунд в пред-
положении, что ее скорость равна скорости
света. Основываясь на этом, из громадного
множества шумов удалось выделить два по-
хожих сигнала, сдвинутых во времени от-
носительно друг друга на известную вели-
чину запаздывания (рис.3). Частота заре-
гистрированных колебаний лежала в пре-
делах 35–250 Гц. При этом надежность эк-
сперимента считается очень высокой: веро-
ятность ложного срабатывания приборов
оценивается как одно событие в 203 тысячи
лет.

Рис. 2. Слияние пары черных дыр. Верхний ряд
– последовательные фазы процесса. Средний
– соответствующие колебания напряженности
гравитационной волны (условные единицы),
полученные в результате численных исследо-
ваний на основе ОТО. Внизу – изменение со
временем расстояния r между звездами и их
относительной скорости v  (отнесенной к
скорости света)
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Но, может быть, не все помнят, что такое
черная дыра? А это такая массивная и плот-
ная звезда, с поверхности которой даже
квант электромагнитного излучения не мо-
жет выбраться на свободу. Радиус такой
звезды можно оценить из следующих сооб-
ражений. Энергия кванта равна h , его

масса 
2

h

c
. Следовательно, его потенциаль-

ная энергия тяготения на поверхности сфе-
рического тела радиусом R и массой M равна

2R

GM h
U

R c
. Чтобы выбраться из этой

потенциальной ямы (рис.4), квант должен
иметь начальную энергию не меньше

Rh U∼ , откуда 
2

GM
R

c
∼ . Точное значение

вдвое больше и называется радиусом  Шварц-
шильда SR , а сфера такого радиуса называ-
ется горизонтом событий. Для рассматрива-
емого случая имеем

11 30

S 28

2 6,67 10 62 2 10
 м 180 км

3 10
R .

Радиусы пары исследуемых звезд – коль
скоро они черные дыры – еще меньше, и,
следовательно, их плотность должна быть
чудовищно большой (например, нейтрон-
ные звезды при диаметре 10–20 км имеют

плотность 17 33 10 кг м ).
«Взрослые очень любят цифры… если им

сказать, что Маленький принц на самом деле
существовал,… они только пожмут плеча-
ми… но если им сказать, что он прибыл с
астероида B-612, – это их убедит». Поэтому
сообщим, наконец, что описанное событие
слияния двух черных дыр и излучения при
этом гравитационных волн маркировано как
GW150914 (GW – gravitational wave). (Бо-
лее подробно см.: B.P.Abbott et. al.
Observation of gravitational waves from a
binary black hole merger // Physical Review
Letters, PRL 116, 061102 (2016), 16 p.)
Вспомним, что еще в средние века одно из

основных требований к эксперименту зак-
лючалось в его повторяемости. И что же – за
два-три года за описанным событием было
зарегистрировано еще несколько случаев
срабатывания детекторов гравитационных
волн. Во всех этих событиях активно уча-
ствовали и российские физики, за что многие
из них недавно удостоены государственных
наград.
Проведенные эксперименты в очередной

раз подтвердили справедливость ОТО, раз-
работанной сотню лет назад великим Аль-
бертом Эйнштейном, в частности, фунда-
ментального постулата об одинаковой скоро-
сти распространения гравитационных и элек-
тромагнитных волн. Как тут не возникнуть
идее о Единой Теории Поля, которую Эйнш-
тейн и пытался построить всю свою жизнь. А
вслед за ним и многие другие. Так что,
присоединяйтесь!

Рис. 3. Экспериментальные результаты: коле-
бания напряженности гравитационной волны,
зарегистрированные в двух точках со сдвигом
по времени порядка 7 микросекунд

Рис. 4. Потенциал «спокойной» черной (black)
дыры с радиусом b SR R . Квант, радиально
излученный с ее поверхности, теряет всю свою
«кинетическую» энергию, не выходя за преде-
лы горизонта событий, т.е. сферы радиусом SR



Как можно было бы человеку заниматься
строительством и обрабатывать различные
материалы – а именно об этом шла речь в
наших предыдущих физико-технических
выпусках, – если бы не было возможности
перемещать разнообразные грузы да и пере-
двигаться самому? Вот и пришлось ему ло-
мать голову над поиском приспособлений,
позволяющих перевозить больше и быстрее,
иными словами – решать ТРАНСПОРТНЫЕ
ЗАДАЧИ.
Многие столетия нас выручали колесные

повозки, весла и паруса – с их помощью
удавалось осваивать огромные пространства
и даже открывать новые континенты. Но вот
на смену «лошадиным силам» и попутным
ветрам пришли новые машины, значительно
более мощные и скорые. Активно «впиты-
вая» достижения науки, транспортная техни-
ка буквально за два последних века карди-
нально изменила представления о земных
масштабах и времени достижения любой точ-
ки нашей планеты.
Сегодня нас уже не удивить дронами и

беспилотными автомобилями, судами на под-
водных крыльях и воздушной подушке, са-
молетами на солнечных батареях и туристс-
кими полетами по околоземным орбитам. Что
будет завтра? Попробуем представить себе
наше транспортное будущее, правда, оттал-
киваясь пока только от хорошо известных
средств передвижения.

Вопросы и задачи

1. Наши далекие предки пользовались на
грунтовых дорогах арбами – повозками с
большими колесами. В чем преимущество
такого вида транспорта?

2. Как легче сдвинуть с места арбу –
прилагая силу к ее корпусу или к верхней
части обода колеса?

3. Велосипедист легко развивает силу тяги
100 Н. Сила трения не превышает 50 Н.
Казалось бы, за несколько часов можно раз-
вить вторую космическую скорость, однако
это невозможно. Почему?

4. Зачем на автомобильных шинах делают
рельефный рисунок (протектор)? С какой
целью он содержит и поперечные и продоль-
ные полосы?

5. При движении по песку или снегу реко-
мендуют давление воздуха в шинах автомо-
биля уменьшить. Для чего?

6. Каков смысл установки крыльев на
гоночных автомобилях?

7. Чтобы сдвинуть с места тяжелый желез-
нодорожный состав, машинист сначала дает
задний ход. Почему? Если же резко тронуть
вперед состав, то в какой части поезда может
произойти разрыв сцепок?

8. Зачем парусным яхтам большой киль?
9. Почему у колесных кораблей движитель

– колесо – не погружалось в воду целиком, в
то время как у современных кораблей винт
полностью погружен в воду?

…начало судостроения восходит задолго до
всякой письменности и всякой истории…

Алексей Крылов

Можно сравнить сопротивление тел между
собой и находить те, которые приспособлены к
продолжению своего движения в сопротивля-
ющейся среде.

Исаак Ньютон

физика+техника?
А так ли хорошо знакомы вам

…всюду в угольных районах…паровые маши-
ны везут уголь! Сами по себе везут, без помощи
четвероногих!

Евгений Тарле

…многие с незапамятных времен смотрели на
ракету как на один из способов воздухоплава-
ния.

Константин Циолковский



10. Судно перешло из реки в море. Мощ-
ность двигателей не изменились. А осталась
ли прежней скорость судна относительно
воды?

11. Можно ли применять паруса и руль для
управления полетом воздушного шара?

12. Вертолет, стоящий на горизонтальной
поверхности земли, поднялся и завис на
небольшой высоте. Когда вертолет действо-
вал на землю с большей силой?

13. Изменяется ли при полете с включен-
ным двигателем и расходуя топливо положе-
ние центра тяжести самолета в системе отсче-
та, связанной с его корпусом?

14. Почему при равномерном горизонталь-
ном полете тяжело нагруженный самолет
движется медленнее ненагруженного?

15. Отчего с повышением температуры
воздуха мощность воздушных реактивных
двигателей уменьшается?

16. Ракета летит с работающим двигателем,
причем скорость ракеты больше скорости
вылета реактивной струи из двигателя. Уве-
личивается ли при этом скорость ракеты?

Микроопыт

Наверняка при езде на велосипеде вы обра-
щали внимание на используемые в нем про-
стые механизмы – руль, педали, цепную
передачу. В каких из них и в чем добиваются
выигрыша?

Любопытно, что…

...изобретению колеса предшествовало дли-
тельное овладение вращательным движением
– от верчения деревянной палочки для полу-
чения огня, использования гончарного круга
и подъемных приспособлений до применения
круглого бревна при перевозке тяжестей.
…уже мореплаватели Древнего Египта уме-

ли управлять силой ветра: паруса их судов
постепенно приняли оптимальную по тем
временам форму.
…Ньютону, занимавшемуся, в том числе, и

аэродинамикой, удалось установить квадра-
тичную зависимость силы сопротивления
среды от скорости, так важную впоследствии
для дозвуковой авиации. При бульших ско-
ростях эта зависимость становиться кубичес-
кой, что было подмечено артиллеристами
около ста лет назад, когда самолеты еще
только начали обгонять птиц.

…появление локомотива – паровой маши-
ны на рельсах – и изобретение парохода в
начале XIX века произвели форменную рево-
люцию в транспортной технике.
…при транспортировке огромного камня

для пьедестала «Медного всадника» в Петер-
бурге использовались подкладываемые под
него чугунные шары – прообразы будущих
шарикоподшипников, получивших распрост-
ранение лишь в 80-х годах XIX века. Благо-
даря этому трение скольжения было заменено
в десятки раз меньшим трением качения.
…Д.И.Менделеев, без пилота совершив-

ший полет на воздушном шаре, утверждал,
что покорение атмосферы будет осуществ-
ляться с помощью аэростатов, а не машин
тяжелее воздуха. К.Э.Циолковский до нача-
ла занятий теорией ракетного движения раз-
рабатывал принципы построения цельноме-
таллического дирижабля.
…инженеры Массачусетского технологи-

ческого института создали двухместный ле-
тающий автомобиль. По земле он движется со
сложенными крыльями, а в воздухе развива-
ет скорость до 185 километров в час с полез-
ной нагрузкой до 195 килограммов.
…менее года назад лодка-робот, управляе-

мая автопилотом, пересекла Атлантический
океан. Бортовую электронику питали уста-
новленные на палубе солнечные батареи, а
движителем был парус в форме трапеции.
…идею устанавливаемого на беспилот-

ник прибора, позволяющего отследить опас-
ное сближение с другими машинами, его
создатели позаимствовали…у саранчи. Этим
насекомым удается не сталкиваться ни меж-
ду собой, ни с попавшимися на их пути
птицами – и это несмотря на то, что в стаях
саранчи плотность особей достигает 80 мил-
лионов на квадратный километр!

Что читать в «Кванте» о транспорте

(публикации последних лет)

1. «Как воздух сопротивляется движению тела»
– 2015, №1, с.35;

2. «Ракета на водяном паре…» – 2016, Прило-
жение №2, с.87;

3. «Движение автомобилей и живых существ…»
– 2017, №1, с.36;

4. «Какой бывает колея» – 2017, №7, с.21;
5. «Потеря управляемости» – 2018, №7, с.2.

Материал подготовил А.Леонович



М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й  К Р У Ж О К

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20190605

М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й  К Р У Ж О К

Вокруг
ортотреугольника

П.СЕРГЕЕВ, А.САВЕЛЬЕВА

АВТОРЫ ПОСВЯЩАЮТ ЭТУ СТАТЬЮ СВО-
ему общему учителю – великому знато-

ку геометрии Рафаилу Калмановичу Горди-
ну, которому в этом году исполнилось 70 лет.

Посмотрите внимательно на рисунок 1.
Этот чертеж придуман Р.К.Гординым. На

нем отображено много интересных геометри-
ческих утверждений. Если вы сходу можете
назвать 5–6 верных утверждений, которые
вы узнаете на этом чертеже, то эту статью
вам можно не читать. Наше послание адре-
совано тем, кто уже почувствовал красоту
геометрии, но сталкивается с трудностями
при решении творческих геометрических
задач. Дело в том, что, приступая к таким
задачам, полезно обладать некоторым бага-
жом геометрических знаний, умением узна-
вать некоторые геометрические конструк-
ции. Для этого, конечно, надо знать эти
конструкции. Наш рассказ как раз и посвя-
щен тем фактам, не зная которых, можно
столкнуться со сложностями при решении
даже довольно простых задач. Напротив,
разобравшись в нашем чертеже – будем
называть его здесь главным чертежом, – как
мы сейчас убедимся, можно справиться уже
и с относительно сложными задачами. Мы

принципиально в нашем изложении ограни-
чимся только методами и фактами, присут-
ствующими в любом школьном учебнике
геометрии.

Приступим к делу. Точками 1A , 1B  и 1C
на главном чертеже обозначены основания
высот, проведенных из вершин A, B и С
соответственно, точкой H – пересечение этих
высот (ортоцентр), точкой O – центр опи-
санной окружности. Для начала давайте
заметим очень полезное равенство:

1 1C B A CBA  (конечно же, тогда и

1 1BC A BCA ). Проще всего это дока-
зать с помощью метода вспомогательной
окружности (рис.2). Действительно, из то-

чек 1C  и 1B  отрезок BC виден под прямым
углом, значит, 1C  и 1B  лежат на окружно-
сти, построенной на BC как на диаметре.
Следовательно, точки B, 1C , 1B , C лежат на
одной окружности. Тогда 1 1ABC ABC.

Тем самым, 1 1ABC  подобен ABC. Но с
каким коэффициентом? Здесь нам поможет
совсем другое рассуждение, которое, кстати,
еще раз доказывает равенство указанных
выше углов.

Коэффициент подобия – это отношение
соответствующих сторон. Треугольник 1BAB

– прямоугольный, следовательно, 
1AB

AB
cos BAC  – коэффициент подобия. Если

провести аналогичное рассуждение для

1CAC , получим другое доказательство по-
добия BAC  и 1 1BAC .
Итак, мы доказали важное утверждение,

которое очень часто используется при реше-
нии геометрических задач:

Теорема 1. Пусть 1C  и 1B  – основания
высот, опущенных из вершин C и B треуголь-
ника ABC соответственно. Тогда 1 1AC B »

ACB»  с коэффициентом cos CAB .

Рис. 1

Рис. 2
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Рисунок 3 объясняет, зачем в формулиров-
ке теоремы использован модуль.

Из изложенного выше сразу следует такое
утверждение.
Теорема 2. Высоты треугольника явля-

ются биссектрисами (или внешними бис-
сектрисами) его ортотреугольника, т.е.
треугольника, образованного основаниями
высот.
В обозначениях нашего чертежа это озна-

чает, что 1 1 1 1C A A B A A , 1 1A B B

1 1C B B  и 1 1 1 1BCC ACC .
Мы советуем доказать этот факт самосто-

ятельно. Давайте разберем, как уже один
этот факт может помочь справиться с не
очень простой задачей. Рассмотрим задачу
из Британской математической олимпиады
2012 года (автор – Dr. David Monk).
Задача 1. Дан остроугольный треугольник

ABC. Пусть D, E и F – основания высот,
опущенных из вершин A, B и C соответствен-
но. Докажите, что DE DF BC , и найди-
те треугольники, для которых выполняется
равенство.
Решение. На рисунке 4 отмечены (уже

известные нам) равные углы. Кроме того,
раз есть сумма отрезков, хотелось бы «вып-
рямить» конфигурацию, отложив их на од-
ной прямой. Также ясно, что потребуется
неравенство треугольника. Отсюда мы и
получаем решение. Пусть F  – образ F при
отражении относительно BC. Заметим, что
так как 90BFC BEC BFC , то
BFECF  вписан в окружность с диаметром
BC. Отметим, что EDC FDB  (по тео-
реме 2), а также BDF BDF  из сообра-
жений симметрии. Следовательно, E, D и F
лежат на одной прямой. Также из симметрии
можно заметить, что DF DF , следова-
тельно, FE ED DF. Осталось доказать,
что EF BC. Действительно, BC – диа-
метр, а следовательно, длиннейшая хорда
окружности.

Заметим, что равенство достигается тогда
и только тогда, когда F E  – тоже диаметр,
следовательно, D – центр окружности, тогда
BD = DC, поэтому AD – медиана и высота
треугольника. Значит, ABC  – равнобед-
ренный.
Вернемся к теореме 1. Рассмотрим в каче-

стве одного из ее многочисленных примене-
ний задачу Санкт-Петербургской олимпиа-
ды школьников (автор – С.Л.Берлов).
Задача 2. В остроугольном треугольнике

ABC проведены высоты 1AA  и 1BB . Биссек-
триса внешнего угла при вершине C пересе-
кает прямые AB и 1 1A B  в точках L и K
соответственно (рис.5). Оказалось, что CL =
= 2CK. Найдите угол C треугольника.

Решение. Докажем, что 1KBC LBC» .
Действительно, 1BCK BCL  (рис.6), так
как CL – биссектриса внешнего угла при

вершине C. Видим, что 1 180KBC

1 1 180A BC ABC  (по теореме 1),

180 ABC CBL . Следовательно,

1KBC LBC»  по двум углам. Из подобия
треугольников следует равенство отноше-

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6
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Рис. 8

ний: 1CK CB

CL CB
. По условию, 

1

2

CK

CL
. По

теореме 1, 1 cos
CB

ACB
CB

 как коэффици-

ент подобия 1 1CB A  и CBA . Следователь-

но, 
1

cos
2

ACB , откуда 60ACB  (так

как по условию этот угол острый).
Примените теперь самостоятельно теорему

1 в следующей задаче.
Задача 3. На сторонах BC и CD квадрата

ABCD взяты точки E и F, причем
45EAF . Отрезки AE и AF пересекают

диагональ BD в точках P и Q. Докажите, что

2AEF

APQ

S

S
.

Нельзя не отметить, что чаще, конечно,
теорема 1 служит лишь одним из необходи-
мых шагов решения, а не является ключевой
идеей задачи. Вернемся к основному черте-
жу. Легко заметить следующее.
Теорема 3. Касательная к окружности,

описанной около треугольника ABC, прове-
денная в точке A, параллельна прямой

1 1BC .
Доказательство получается из теоремы 1

простым подсчетом углов. Действительно,
пусть F – точка на касательной, лежащая в
другой полуплоскости относительно AB, чем
точка C (рис.7). Тогда BAF  равен ACB

как угол между касательной и хордой, а тот,
в свою очередь, равен 1 1AC B . Отсюда

1 1AF C BP , так как накрест-лежащие углы
равны.

Решите теперь следующую задачу само-
стоятельно.
Задача 4. Точки касания вписанной в

треугольник окружности соединены отрез-
ками, и в полученном треугольнике проведе-
ны высоты. Докажите, что прямые, соединя-

ющие основания этих высот, параллельны
сторонам исходного треугольника.
Кстати, заметим, что по ходу дела мы с

вами доказали еще один факт.
Теорема 4. В обозначениях нашего глав-

ного чертежа BAH OAC . Тем самым,
прямые 1AA  и AO симметричны относи-
тельно биссектрисы A .
В качестве примера применения теоремы 3

рассмотрим задачу из регионального этапа
Всероссийской олимпиады школьников по
математике (автор – Л.А.Емельянов).
Задача 5. В остроугольном треугольнике

ABC проведены высоты 1AA  и 1CC . Окруж-
ность , описанная около треугольника
ABC, пересекает прямую 1 1AC  в точках A
и C . Касательные к , проведенные в
точках A  и C , пересекаются в точке B .
Докажите, что прямая BB  проходит через
центр окружности .
Решение. Пусть O – центр . Проведем

отрезок OB  (рис.8). Он перпендикулярен

A C  из соображений симметрии. Радиус OB
перпендикулярен прямой l, где l – касатель-
ная к  в точке B. Прямая l параллельна
AC  по теореме 3, следовательно, OB A C .
Так как перпендикуляр из O на A C  един-
ственен, точки O, B и B  лежат на одной
прямой.

Решите следующую задачу самостоятель-
но.
Задача 6. В остроугольном треугольнике

MKN проведена биссектриса KL. Точка X
на стороне MK такова, что KX = KN.
Докажите, что прямые KO и XL перпенди-
кулярны (O – центр описанной окружности
треугольника MKN).
Вернемся к нашему главному чертежу.

Исходя из него, логично предположить, что
точки 2A , 2B  и 2C  (симметричные ортоцен-

Рис. 7
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тру H относительно сторон треугольника)
лежат на описанной окружности треуголь-
ника ABC. И действительно, верна следую-
щая теорема.
Теорема 5. Точки, симметричные точке

пересечения высот (ортоцентру) треуголь-
ника ABC относительно прямых, содержа-
щих его стороны, лежат на описанной ок-
ружности этого треугольника.
Доказать эту теорему несложно, но надо

аккуратно следить за логикой рассуждений.
В обозначениях главного чертежа,

1 1BAA BCC» , так как ABC – общий,

1 1 90AA B CC B . Следовательно,

1 1BAA CCB . Продлим 1AA  до пересе-
чения с окружностью, описанной около

ABC . Пусть 2A  – точка пересечения. Тог-
да 2 2BAA A CB  (как углы, опирающи-
еся на одну дугу). Значит, 1AC  – биссектри-
са и высота, а следовательно, и медиана

2 1A AC . Таким образом, 2A  – образ H при
отражении относительно BC.

Этот факт очень часто используется при
решении геометрических задач. Давайте
применим его в следующей не очень простой
задаче из Московской математической олим-
пиады (автор – А.А.Заславский).
Задача 7. Дан вписанный четырехуголь-

ник ABCD. Точки P и Q симметричны точке
C относительно прямых AB и AD соответ-
ственно (рис.9). Докажите, что прямая PQ

проходит через ортоцентр (точку пересече-
ния высот) H треугольника ABD.

Решим эту задачу вместе. Для большего
интереса разберем, как будут выглядеть
наши конструкции в случае тупого угла C
(остроугольный случай рассматривается ана-
логично).

Решение. Пусть 1BB  – высота, опущенная
из точки B на AD, H – точка пересечения

1BB  и PQ (рис.10). Пусть H  – точка H,
отраженная относительно AD. Докажем, что

H  лежит на окружности, описанной около
ABCD. Пусть K – середина PC, L – середина
CQ. Углы CDL и KВС равны по свойству
вписанного четырехугольника. Поскольку

90DLC CKB , то CDL CBK» .
Следовательно, DCL BCK . Тогда
DCL LCB LCB BCK , откуда
DCB LCK . Также из подобия треу-

гольников CDL и CBK следует равенство
отношений:

2 2CL CK CL CK

CD CB CD CB

CQ CP

CD CB
.

Значит,

DCB QCP»

по отношению двух сторон и углу между
ними. Следовательно, CDB CQH .
Прямые HH  и CQ параллельны, поэтому
HHQ HQC  как накрест-лежащие углы

при параллельных прямых и секущей HQ.
Из симметрии относительно 1LB QH HC  –
равнобокая трапеция. Значит, хорда CB
видна из точек H  и Q под одним углом:
HHC QHH CDB . Следовательно,

H  лежит на окружности ABCD. Тогда H –
точка на высоте 1BB  треугольника DBA,
которая при отражении относительно AD
попадает на описанную окружность треу-
гольника ABD. Следовательно, H – орто-
центр.
Теперь можно решить следующую задачу

самостоятельно.
Задача 8. С помощью циркуля и линейки

постройте треугольник ABC по точкам 1A ,

Рис. 9

Рис. 10
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Рис. 12

1B  и 1C , симметричным точке пересечения
высот (ортоцентру) треугольника относи-
тельно прямых BC, CA и AB.
Снова обратимся к главному чертежу. Легко

заметить, что два желтых треугольника по-
добны: OQP HBA» , где P, Q – середи-
ны сторон BC и AC соответственно. По сути,
мы это с вами уже почти доказали. Действи-
тельно, AH OPP , BH OQP , AB QPP .
Отсюда сразу следует очень важный факт:

AH = 2OP. В виду очень частого использова-
ния, сформулируем это в виде теоремы.
Теорема 6. Расстояние от вершины тре-

угольника до точки пересечения высот вдвое
больше, чем расстояние от центра описан-
ной окружности до противоположной сто-
роны.
Кстати, тем самым мы с вами доказали,

что точки H, M и O лежат на одной прямой
(которая называется прямая Эйлера), при-
том расположены в отношении HM : MO =
= 2 : 1. Но это уже отдельная, очень интерес-
ная тема. Тем, кто хочет дальше углубиться
в исследование этого вопроса, мы советуем
начать со статьи И.Шарыгина и А.Ягубьян-
ца «Окружность девяти точек и прямая
Эйлера» («Квант» №8 за 1981 г.).
Попробуем теперь увидеть и применить

теорему 6 в задаче из старинного «Собрания
геометрических теорем и задач» Е.Прже-
вальского (М.: Типография Г.Лисснера и
Д.Собко, 1909).
Задача 9. Дан вписанный четырехуголь-

ник ABCD; aH , bH , cH  и dH  – точки
пересечения высот треугольников BCD, ACD,
ABD и ABC соответственно. Докажите, что
четырехугольник a b c dH H H H  равен четырех-
угольнику ABCD.
Решение. Докажем, что стороны четырех-

угольника a b c dH H H H  соответственно рав-
ны и параллельны сторонам четырехуголь-
ника ABCD.
Докажем, что c dH H CD  и c dH H CDP

(рис.11). Рассмотрим треугольники ADB и
ACB. Сторона AB и описанная окружность
треугольников общая, следовательно, по те-
ореме 6, d cCH DH . Так как они при этом
еще и перпендикулярны AB, то c dCDH H  –
параллелограмм. Следовательно, отрезок
CD равен и параллелен c dH H . Аналогич-
ные рассуждения верны и для остальных
трех отрезков, что и доказывает наше ут-
верждение.

В следующей задаче попробуйте разгля-
деть теорему 6 самостоятельно.
Задача 10. Найдите углы остроугольного

треугольника ABC, если известно, что его
биссектриса AD равна стороне AC и перпен-
дикулярна отрезку OH, где O – центр опи-
санной окружности, H – точка пересечения
высот треугольника ABC.
Наконец, докажем еще один (не отражен-

ный на главном чертеже) метрический факт.
Оказывается, что длину отрезка AH можно
легко выразить через радиус описанной ок-
ружности и угол А.
Теорема 7. Пусть R – радиус окружнос-

ти, описанной около треугольника ABC,
BAC , H – ортоцентр треугольника

(рис.12). Тогда 2 cosAH R .

Доказательство. Пусть 90BAC .
Пусть aM  – середина стороны BC, O –
центр описанной окружности ABC . Угол
BОC равен 2 , как центральный угол дуги
BC. Так как aOM  – медиана равнобедрен-
ного треугольника BOC, то aBOM

2

BOC
 (рис.13). Следовательно,

cos cosaOM BO R . По теореме 6,
2 2 cosaAH HM R .

С тупоугольным треугольником аналогич-
но, только 180aBOM . Поэтому в
формулировке теоремы стоит cos .

Рис. 11
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Знание этого факта может очень помочь
при решении задач. Например, рассмотрим
задачу из Московской устной олимпиады по
геометрии (автор – А.А.Заславский).
Задача 11. B остроугольном треугольнике

ровно один из углов равен 60 . Докажите,
что прямая, проходящая через центр описан-
ной окружности и точку пересечения медиан
треугольника, отсекает от него равносторон-
ний треугольник (рис.14).

Решение. По доказанному ранее, орто-
центр, точка пересечения медиан и центр
описанной окружности лежат на одной пря-
мой, поэтому прямая, данная в условии
содержит точку пересечения высот. Обозна-
чим вершины треугольника A, B и C,

60BAC . Пусть H – ортоцентр тре-
угольника, O – центр его описанной окруж-
ности, K, L – точки пересечения OH с AB и

AC соответственно (рис.15). Тогда, по теоре-

ме 7, 2 cosAH R BAC R AO . Следо-
вательно, OAH  равнобедренный, откуда
AOK AHL . Так как, по доказанному

ранее,  BAO CAH , то AHL AOK
по стороне и двум углам. Значит, AK = AL.
Следовательно, KAL  равнобедренный,
а значит (так как 60A ), и равносто-
ронний.
Как всегда, теперь вам предстоит решить

еще одну задачу уже самостоятельно.
Задача 12. В треугольнике ABC высоты

или их продолжения пересекаются в точке
H, а R – радиус его описанной окружности.
Докажите, что если A B C , то

2AH BH R .

В заключение приведем несколько задач для
самостоятельного решения, ключевые идеи кото-
рых связаны с нашим главным чертежом.
Задача 13. Докажите, что в прямоугольном

треугольнике ортоцентр треугольника, образо-
ванного точками касания сторон с вписанной
окружностью, лежит на высоте, проведенной из
прямого угла.
Задача 14. В треугольнике ABC известно, что

60C– = ∞ , 45A– = ∞ . Пусть M – середина BC, H
– ортоцентр. Докажите, что прямая MH прохо-
дит через середину дуги AB описанной окружно-
сти треугольника ABC.
Задача 15. В треугольнике ABC точка 1H

симметрична ортоцентру H относительно верши-
ны C, а точка 1C  симметрична точке C относи-
тельно середины стороны AB. Докажите, что
центр O окружности, описанной около треуголь-
ника ABC, является серединой отрезка 1 1H C .
Задача 16. В треугольнике ABC проведены

высоты 1AA  и 1BB . Оказалось, что точка C¢ ,
симметричная точке C относительно середины
отрезка 1 1A B , лежит на прямой AB. Докажите,
что описанная окружность треугольника 1 1A BC¢

касается прямой AB.
Задача 17. В остроугольном треугольнике ABC

провели высоты 1BB  и 1CC . Описанная окруж-
ность треугольника 1 1ABC  пересекает описанную
окружность треугольника ABC в точке K, отлич-
ной от A. Докажите, что прямая KH проходит
через 0A , где 0A  – середина BC, H – ортоцентр
треугольника.

Рис. 13

Рис. 14

Рис. 15
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В статье В.Расторгуева «Четырьмя различ-
ными способами» в «Кванте» №12 за 2018 год
был дан пример несимметричной фигуры, ко-
торую можно разрезать на 2 равные части 4
различными способами. Покажем, как постро-
ить несколько более простой пример.
Рассмотрим параллелограмм, составленный

из 4 равнобедренных прямоугольных треу-
гольников (рис.1). Для удобства разрежем его

на 16 меньших одинаковых треугольников. Все
разрезы будут проходить по их границам.

На рисунках 2–5 показано, как разрезать
параллелограмм на 2 равные части — красную

и зеленую. Правда, на рисунке 5 части несвяз-
ные. Да и сам параллелограмм не подходит под
условия задачи, потому что у него есть центр
симметрии.
Исправим пример следующим образом. Ос-

нования треугольников, у которых эти основа-
ния снизу, заменим на части, показанные на
рисунке 6. Аналогично поступим с верхними
основаниями (рис.7). Тогда при таком же
разрезании, как на рисунке 5, части будут
получаться связными.

Теперь исправим пример так, чтобы исход-
ная фигура потеряла симметричность. Заме-
ним боковые стороны, как показано на рисун-
ках 8 и 9. Каждый треугольник превратится в
трехклеточный уголок (рис.10 и 11).

Итоговый пример изображен на рисунке 12.
Разрезы проводятся аналогично рисункам 2–5
по границам уголков.

В.Дорофеев

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8

Рис. 9

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12



ДНИ ФИЗИКИ В ДУБНЕ

В середине апреля в подмосковной Дубне
прошел VI Всероссийский научный фести-
валь «Дни физики». Его организовали и
провели Объединенный институт ядерных
исследований, Учебно-научный центр ОИЯИ
и Межшкольный физико-математический
факультатив. На несколько дней Дом куль-
туры «Мир» превратился в одну большую
лабораторию: в малом зале демонстрирова-
лись опыты, в большом и выставочном залах
проходил квест «Периодический закон».
Затем состоялись традиционные математи-
ческий праздник и мастер-классы, а День
космонавтики был отмечен запуском ракет
на Молодежной поляне. Ученики старших
классов демонстрировали и объясняли посе-
тителям различные физические закономер-
ности на ими же сконструированном обору-
довании. Эти эксперименты, всегда яркие, а
иногда неожиданные и заставляющие заду-
маться, неизменно привлекают большое ко-
личество зрителей – от дошкольного до
пенсионного возраста. Привлекательны они
и для участников, поскольку, судя по их
отзывам, нигде, кроме Дубны, в таком фор-
мате эти мероприятия не проводятся. Кроме
того, иногородние участники смогли позна-
комиться с Дубной, пройдя увлекательный
квест по городу и побывав в Музее истории
науки и техники ОИЯИ, и поиграли в интел-
лектуальную игру «Что? Где? Когда?»

Вот несколько фрагментов из интервью,
взятых у участников фестиваля.

Председатель оргкомитета фестиваля
М.В.Жабицкий (ОИЯИ): Так много гостей
у нас не было никогда, в этом году к нам
приехали шесть команд. Это неоднократно

участвовавшие московская гимназия № 1514,
физмат-лицей из Санкт-Петербурга, коман-
да из Брянска. Впервые приехали ребята из
Волгограда, Глазова и подмосковной Ис-
тры. Из дубненских команд всегда активно
участвуют ребята из физмат-факультативов
УНЦ ОИЯИ  и лицея «Дубна». Все экспери-
менты, представленные ребятами, непрос-
тые. Мы всегда приветствуем опыты, связан-
ные по тематике с физикой частиц или
физикой ядра. В год юбилея открытия Пери-
одического закона наш традиционный квест
для участников Дней физики посвящен это-
му событию. Ребята получают карту – Пери-
одическую таблицу – и, проходя станции в
большом зале ДК, решают разные задания
по истории, географии, даже лингвистичес-
кие задания, узнают, какую роль химичес-
кие элементы играют в нашей повседневной
жизни, какие из них были синтезированы в
Дубне, а в конце получают заслуженный
приз.

Учитель физики М.В.Акимова (лицей №1
г.Волгограда): Мы участвуем в фестивале
впервые, а узнала я о Днях физики полтора
года назад на проводимой УНЦ ОИЯИ
школе учителей физики (после которой я
попала еще и на школу в ЦЕРН). Мы
отправили сюда две работы, которые подго-
товили мои девочки, и ждали решения. Ког-
да узнали, что обе работы прошли, дети
были очень рады. У нас физико-математи-
ческий лицей, и физика с математикой пре-
подаются углубленно, по физике ведется
еще и проектная работа. Мы участвуем в
областных фестивалях, конкурсах. А здесь –
больше исследовательская работа, красивые
эксперименты. Мы готовили их около четы-
рех месяцев.

И Н Ф О Р М А Ц И Я
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Ольга Голикова (Волгоград): Наш проект
«Медленный танец» основан на идее Джеф-
фа Либермана – американского изобретате-
ля и художника. Все дело в стробоскопичес-
ком эффекте. Цветок, прикрепленный к со-
леноиду с катушками, быстро вибрирует, а
светодиодная лента, запрограммированная
специальным чипом, мерцает с частотой
80 Гц, чего наши глаза не замечают. Нам
кажется, что освещение постоянное, а часть
движений цветка мы просто не видим –
возникает ощущение, что он танцует медлен-
ный танец.

Экспериментальной физикой со школьни-
ками Дубны занимается И.А.Ломаченков
(УНЦ ОИЯИ): Мы вынесли семь экспери-
ментов на сегодняшние Дни физики. На
самом деле их значительно больше, но мно-
гие мы уже показывали на предыдущих
праздниках и повторяться не хотелось. Два
опыта проводятся с ускорителями, что, с
одной стороны, интересно, а с другой, они
связаны с тематикой ОИЯИ, подчеркивают,
в каком направлении работает Институт.

Опыт, связанный с электромагнетизмом,
показывал Иван Пачколин (лицей №15 г.Гла-
зова): Я демонстрирую модель генератора
Фарадея. Учусь в восьмом классе, это физи-
ко-математический класс, и планирую по-
ступать в физический или технический вуз.
До начала демонстрации опытов для зрите-
лей мы сами смотрели, что другие команды
подготовили. Некоторые эксперименты меня
заинтересовали. В Днях физики мы участву-
ем впервые, но обязательно приедем еще.

Восторженную реакцию малышей вызва-
ли химические опыты «Пенная вечеринка»
от студентов МФТИ.

Дарья Плащинская: Я учусь на первом
курсе биофизического факультета. Мы гото-
вились к этим опытам, некоторые реактивы
нашли сами, некоторые дал наш лаборант,
который даже обрадовался, что мы сами
немножко наукой позанимаемся и детям что-
то продемонстрируем. Мы много репетиро-
вали. Кажется, получилось. <Судя по эмо-
циям детей – еще как получилось!> Моя
напарница Маша сюда приезжает уже не-
сколько лет, она в восторге от праздника,
очень любит Дубну. И мне город очень
понравился, а любое мероприятие, связан-
ное с наукой, тем более с моим родом дея-
тельности, – это интересно. С нами еще
ребята приехали, они помогают проводить
квест. Мы обязательно и в следующем году
приедем.

У истоков Дней физики в Дубне стоял член
редколлегии журнала «Квант» преподава-
тель Межшкольного факультатива А.А.Лео-
нович. На этом празднике он вместе с Уни-
версальной библиотекой ОИЯИ представ-
лял три свои книги из серии «Простая наука
для детей»: «Физика без формул», «Чудеса
техники», «Бионика: подсказано природой».
Книги можно было получить, выиграв в
блиц-викторине «Физика на вырост», кото-
рая привлекла много детей.

А.А.Леонович: Издательство АСТ <вы-
пускающее книги серии «Простая наука для
детей»>  заинтересовано в популяризации
своей работы, а где, как не на наших Днях
физики, можно получить эти книги. Просто
так мы их не дарим – нужно ответить на
вопросы викторины, рассчитанной на детей
до шестого класса, т.е. еще не начавших
изучать физику в школе.
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Национальный исследовательский универ-
ситет «МИЭТ» на протяжении многих лет про-
водит для старшеклассников олимпиады по
математике, физике и информатике, которые
пользуются большой популярностью среди
школьников страны. С 2015 года в заочной
(дистанционной) форме проводится олимпи-
ада школьников «РИТМ МИЭТ». Ежегодно в
9 секциях этой олимпиады принимают учас-
тие более 2000 человек. В 2018 году универ-
ситет организовал очную Физико-математи-
ческую олимпиаду МИЭТ, которая проходит
в нескольких десятках городов России и стран
СНГ. С 2019 года также проводится олимпиа-
да школьников «Электронный наномир».

Ниже приведены задачи по физике, пред-
лагавшиеся на заключительном туре заочной
олимпиады «РИТМ МИЭТ», а также вариан-
ты по физике для учащихся 10 и 11 классов
очной Физико-математической олимпиады
МИЭТ.

Интернет-олимпиада «РИТМ МИЭТ»

Ф И З И К А

1. Мальчик, бросая камень со скоростью

0 20 м сv  с крыши дома, определил мак-
симальную горизонтальную дальность поле-
та. Спустившись на землю и повторив брос-
ки камня с той же начальной скоростью 0v ,
он заметил, что максимальная горизонталь-
ная дальность полета камня уменьшилась в

3 2n  раза. На какой высоте находится
крыша дома?

2. Два одинаковых ящика высотой h =
= 0,5 м каждый стоят на поверхности пола.
Между ящиками вертикально вставлена же-
сткая легкая доска длиной l = 1,5 м, как
показано на рисунке 1. К верхнему концу
доски приложили горизонтальную силу F и
стали постепенно ее увеличивать. При F =
= 100 Н один из ящиков пришел в поступа-
тельное движение. Чему равен вес каждого

Национальный
исследовательский университет

«МИЭТ»

Второй год приходит на праздник со сво-
ей младшей дочерью Боряна Калинова
(ОИЯИ): Хочу сказать слова благодарнос-
ти организаторам, потому что устроить все
это – огромный труд! У детей надолго ос-
танется в памяти встреча с «живой» нау-
кой, когда все можно потрогать руками, а
что-то и применить в жизни. Нам понрави-
лось, мы очень довольны. Моя дочь Рада
учится во втором классе, но она смотрит
образовательные передачи на телеканале
«Да Винчи» и здесь некоторые экспери-
менты – с жидкостями, с ракетой на сжа-
том воздухе – смотрела с понимаем. Гово-
рит: «это я уже знаю».

Год от года все больше зрителей привле-
кают зрелищные химические и физические

опыты, проводимые Д.К.Дрябловым (Ла-
боратория физики высоких энергий ОИЯИ)
и А.Е.Злотниковой (Музей истории науки
и техники ОИЯИ). В этот раз программа
их шоу стала еще обширнее: от простых,
но эффектных обесцвечивания йода с по-
мощью аскорбиновой кислоты и создания
киношной «крови» до вызывающих вос-
торг заполненного большого зала Дома
культуры гигантской «зубной пасты» для
слона, «горящей» руки и азотного «взры-
ва».

Праздник прошел. Вы не были на нем?
Обязательно приходите в следующем году!

Материал подготовила О.Тарантина,
фото представила Е.Пузынина
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ящика P, если коэффициент трения между
ящиком и полом 0,2 ?

3. Однородное цилиндрическое тело пла-
вает в воде так, что его ось вертикальна.
Чтобы медленно погрузить тело в воду пол-
ностью, требуется совершить работу A , а
чтобы свободно плавающее тело полностью
вытащить из воды, требуется совершить ра-
боту A . В обоих случаях тело перемещают
поступательно. Найдите плотность тела, если
отношение работ 4A A . Плотность воды

3
0 1000 кг м .
4. Шар-поршень массой М = 2 кг находит-

ся в равновесии в цилиндрическом сосуде
радиусом R = 5 см, плотно
прилегая к его стенкам
(рис.2). Центр шара нахо-
дится на высоте h = 2R от
дна сосуда. Какую мини-
мальную силу нужно при-
ложить к шару, чтобы при-
жать его к дну сосуда и
удерживать в таком поло-

жении? Атмосферное давление 0p  = 100 кПа,
газ в сосуде считать идеальным, трением
пренебречь.

5. Поршень в горизонтальном цилиндри-
ческом сосуде с одноатомным идеальным
газом занимает в равновесии такое положе-
ние, что отношение объемов газа слева и
справа от поршня равно n = 2 (рис.3).

Температура в большей части сосуда 1T  =
= 300 К, а в меньшей 2T  = 350 К. Сосуд
теплоизолирован, но поршень медленно про-
водит тепло и через некоторое время в сосуде
устанавливается тепловое равновесие. Опре-
делите установившуюся температуру газа Т,

а также новое соотношение n  объемов газа
слева и справа от поршня.

6. Точечные заряды 4q, –q и 4q расположе-
ны на одной прямой. Расстояние между
зарядом –q и каждым из зарядов 4q равно a.
Найдите расстояние от заряда –q до точек, в
которых напряженность электрического поля
равна нулю.

7. В приведенной на рисунке 4 схеме
сопротивление R = 10 Ом, ЭДС источника

E  = 120 В, его внутреннее сопротивление
пренебрежимо мало а) Определите ток I
через источник. б) Во сколько раз отличают-
ся заряды конденсаторов, если их емкости
одинаковы?

8. Две несмешивающиеся жидкости, с по-
казателями преломления 1n  и 2n = 1,33,
находятся в про-
зрачном тонко-
стенном сосуде с
вертикальными
плоскими стенка-
ми. Определите
показатель пре-
ломления 1n , если
известно, что луч
света, падающий
на стенку сосуда
под углом 60 , после преломления на
границах жидкостей выходит из противопо-
ложной стенки сосуда под углом 45

(рис.5).

Физико-математическая олимпиада
МИЭТ

Ф И З И К А

10 класс

Вариант 1

1. Тело движется прямолинейно с постоян-
ным ускорением, отличным от нуля. За
первую секунду движения тело прошло та-

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 1
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кой же путь s = 6 м, что и за четвертую
секунду. Определите величину ускорения
тела.

2. Шарик массой m = 50 г, висящий на
длинной нити, отводят в сторону так, что
нить становится горизонтальной, и отпуска-
ют с нулевой начальной скоростью. Найди-
те: а) максимальное натяжение нити при
движении шарика; б) натяжение нити в
момент, когда полное ускорение шарика
направлено горизонтально. Нить невесомая
и нерастяжимая. Сопротивлением воздуха
пренебречь. Ускорение свободного падения

2
10 м сg .

3. На гладком горизонтальном столе поко-
ятся две шайбы массами m и 2m, соединен-
ные легкой недеформированной пружиной.
Легкой шайбе сообщают скорость 0v  вдоль
оси пружины. Чему равна энергия деформа-
ции пружины в момент времени, когда ско-
рость легкой шайбы, не изменив направле-
ния, уменьшится в три раза?

4. Баллон с гелием для воздушных шари-
ков имеет объем V = 10 л и позволяет
надуть, как пишут производители, N = 50
латексных (резиновых) шариков диаметром

d = 20 см. Определи-
те давление в баллоне.
Считайте, что в шари-
ке давление близко к
атмосферному 0p  =
= 100 кПа.

5. В схеме, изобра-
женной на рисунке 6,
напряжение на клем-
мах источника U =
= 10 В, сопротивление

каждого резистора R = 60 Ом. Определите
ток через источник.

Вариант 2

1. Тело движется прямолинейно с постоян-
ным ускорением, отличным от нуля. За
первую секунду движения тело прошло та-
кой же путь s = 6 м, что и за третью секунду.
Определите начальную скорость тела.

2. Шарик массой m = 50 г, висящий на
длинной нити, отводят в сторону так, что
нить становится горизонтальной, и отпуска-
ют с нулевой начальной скоростью. Найди-
те: а) силу натяжения нити в момент време-
ни, когда нить составит угол 60  с
вертикалью; б) угол  между нитью и

вертикалью в момент времени, когда верти-
кальная составляющая скорости шарика мак-
симальна. Сопротивлением воздуха пренеб-
речь. Ускорение свободного падения

2
10 м сg .

3. На гладкой горизонтальной поверхнос-
ти находятся два одинаковых бруска масса-
ми m = 1 кг, соединенные легкой пружиной
жесткостью 200 Н мk . Одному из брус-
ков сообщают скорость 0 1 м сv  в направ-
лении второго бруска по линии, соединяю-
щей их центры. Определите величину мак-
симального растяжения пружины при после-
дующем движении брусков.

4. Баллон с гелием объемом 1V  = 10 л
подсоединили к первоначально открытому
баллону с воздухом
объемом 2V  = 5 л.
Давление в системе
теперь стало равным

2 05p p , где 0p  =
= 100 кПа – атмосфер-
ное давление в усло-
виях эксперимента.
Определите начальное
давление 1p  гелия в
баллоне. Температура
постоянная.

5. В схеме, изображенной на рисунке 7,
напряжение на клеммах источника U =
= 12 В, сопротивление каждого резистора
R = 6 Ом. Определите ток через источник.

11 класс

Вариант 1

1. Брусок массой m = 200 г прижимают к
вертикальной стене с силой F = 3 Н, на-
правленной под углом 60
к вертикали, как показано на
рисунке 8. При этом брусок
движется вниз с постоянной
скоростью. Определите коэф-
фициент трения между брус-
ком и стеной. Ускорение сво-

бодного падения 2
10 м сg .

2. Тележка массой 2m  = 2 кг
покоится на гладком горизон-
тальном столе. На нее со скоростью 1 2 м сv
налетает тележка массой 1m  = 1 кг. После
лобового удара тяжелая тележка движется в
ту же сторону со скоростью 2 1,2 м сv . а)
С какой скоростью движется после удара

Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8
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легкая тележка? б) Какое количество тепло-
ты выделилось при ударе?

3. При изобарном расширении идеального
газа его объем увеличился на V  = 3 л, а
температура изменилась на 30% . Чему
равен первоначальный объем газа?

4. Небольшой заряженный шарик, под-
вешенный на легкой нерастяжимой нити,
после начального толчка движется по ок-
ружности в вертикальной плоскости. В мо-
мент времени, когда нить составляла угол

 с вертикалью, включили однородное
электрическое поле, направленное верти-
кально (рис.9). После включения поля ки-

нетическая энергия шарика в нижней точке
траектории увеличилась на 1W  = 0,1 мДж,
а в верхней точке траектории уменьшилась
на 2W  = 0,3 мДж по сравнению со значе-
ниями кинетической энергии в этих точках
до включения поля. Определите угол .
Трением и сопротивлением воздуха пренеб-
речь.

5. Энергия конденсатора емкостью С =
= 2 нФ, включенного в идеальный колеба-
тельный контур, достигает при колебаниях
максимального значения 

m
W  = 0,1 мкДж

через промежутки времени  = 1 мкс. Оп-
ределите амплитуду колебаний тока в кон-
туре.

Вариант 2

1. Брусок массой m = 200 г прижимают к
вертикальной стене с силой F = 8 Н, на-
правленной под углом 60  к вертикали,
как показано на рисунке 8. При этом брусок
движется вверх с постоянной скоростью.
Определите коэффициент трения  между
бруском и стеной. Ускорение свободного
падения 2

10 м сg .
2. Тело массой 1m  = 1 кг налетело со

скоростью 1 10 м сv  на покоящееся тело
массой 2m  = 2 кг и остановилось. Определи-

Рис. 9

те: а) скорость второго тела после соударе-
ния; б) количество теплоты, выделившееся
при ударе.

3. При изотермическом расширении иде-
ального газа его объем увеличился на V  =
= 3 л, а давление изменилось на 30% .
Чему равен первоначальный объем газа?

4. Небольшой заряженный шарик, под-
вешенный на легкой нерастяжимой нити,
после начального толчка движется по ок-
ружности в вертикальной плоскости. В мо-
мент времени, когда нить составляла угол

 с вертикалью, включили однородное
электрическое поле, направленное верти-
кально (рис.10). После включения поля ки-

нетическая энергия шарика в нижней точке
траектории уменьшилась на 1W  =
= 0,6 мДж, а в верхней точке траектории
увеличилась на 2W  = 0,1 мДж по срав-
нению со значениями кинетической энер-
гии в этих точках до включения поля. Оп-
ределите угол . Трением и сопротивлени-
ем воздуха пренебречь.

5. В идеальном колебательном контуре,
состоящем из конденсатора емкостью С =
= 0,01 мкФ и катушки, происходят гармони-
ческие колебания. Энергия конденсатора
изменяется от максимального значения до
нуля за время  = 1 мкс. Определите индук-
тивность катушки.

Публикацию подготовили
Г.Гайдуков, И.Горбатый

Рис. 10
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«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

ЗАДАЧИ

(см. «Квант» №5)

1. Не надо перекладывать ни одной спички!
Можно просто повернуть лист бумаги на 180∞ .
Получится число 8281 (рис.1), которое является
полным квадратом ( 2

8281 91= ).

2. 77.
Пусть у девочек по x тетрадей. Маша использо-
вала ( )7 7 7x+ -  наклеек, а Света –

( )11 11 11x+ - . Так как все наклейки использо-
ваны, то ( ) ( )7 7 7 11 11 11x x+ - = + - . Решив это
уравнение, получим 17x = . Значит, в каждом
наборе было по ( )7 7 17 7 77+ - =  наклеек.
3. См. пример на рисунке 2.

4. Антон.
Какую-то камеру X они проехали в порядке Б,
А, В, а камеру Y – в порядке В, А, Б. Предполо-
жим, что камеру X они проехали раньше. Пред-
положим, что Антон не падал. Так как он самый
быстрый и уже впереди Вовы, то он далее всегда
будет впереди Вовы и ситуация «В, А, Б» не
возникнет. Противоречие. Случай, когда Y они
проехали раньше, чем X, рассматривается ана-
логично.

КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Вопросы и задачи

1. Большому колесу легче, чем маленькому, пре-
одолевать бугры и камни на дороге. (Кроме
того, с увеличением радиуса колеса уменьшается
коэффициент трения качения.)
2. За верхнюю часть колес легче: больше враща-
ющий момент (плечо силы равно диаметру коле-
са, в первом же случае – его радиусу).
3. Сила, с которой велосипедист может давить на
педали, непостоянна: она максимальна на старте
и становится равной нулю при такой скорости,
когда период вращения педалей сравнивается со

временем реакции велосипедиста (периодом на-
жатия на педаль и отпускания педали). После
этого скорость уже не может возрастать.
4. Протектор служит для увеличения сцепления
колеса с полотном дороги. Поперечные полосы
нужны для ускорения автомобиля в прямом на-
правлении, продольные (и расположенные под
углом) препятствуют боковому смещению. По-
мимо этого, бороздки помогают в борьбе с аква-
планированием, поскольку дают возможность
воде вытекать вбок.
5. Если шины слегка спущены, то площадь со-
прикосновения с грунтом возрастает. Давление
на грунт при этом уменьшается, как и глубина
следа, – меньше вероятность застрять.
6. Чтобы сильнее прижать автомобиль к дороге
на больших скоростях. При этом повышается
устойчивость машины.
7. После подачи состава назад гораздо легче
сдвигать его вперед, последовательно приводя в
движение вагоны. Если же резко трогать состав
с натянутыми сцепками вперед, может произой-
ти разрыв ближайших к локомотиву сцепок, где
их натяжение наибольшее.
8. Чтобы предупредить опрокидывание яхты при
больших наклонах. Еще одно назначение киля –
противодействовать боковому смещению (дрей-
фу) судна.
9. Заметим, что вращение в этих двух случаях
происходит во взаимно перпендикулярных плос-
костях. В первом случае колесо могло отбрасы-
вать воду назад только нижней своей частью, во
втором – поверхностью всех лопастей винта.
10. При переходе в море уменьшается глубина
погружения судна, соответственно уменьшается
сопротивление воды движению. При прежней
мощности двигателя скорость судна относитель-
но воды вырастает (молчаливо мы полагаем оди-
наковой вязкость речной и морской воды).
11. Нельзя, так как скорость движения воздуш-
ного шара равна скорости ветра.
12. В обоих случаях сила давления одинакова.
Вертолет действует на воздух с силой, равной
своей силе тяжести, а воздух передает действие
этой силы на землю.
13. Баки с горючим располагаются в самолете
так, что центры его тяжести с топливом и без
топлива совпадают.
14. При дополнительной нагрузке необходимо
увеличить угол атаки крыльев, чтобы повысить
подъемную силу. Однако при этом возрастает и
лобовое сопротивление, из-за чего скорость са-
молета становится меньше.
15.  С ростом температуры уменьшается плот-
ность, а значит, и массовый расход воздуха,
поступающего в двигатель.

Рис. 1

Рис. 2
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16.  В системе отсчета, относительно которой
ракета в данный момент покоится, вытекающие
газы толкают ракету вперед – ее скорость в
дальнейшем будет расти.

Микроопыт

Руль и педали позволяют выиграть в силе, цеп-
ная передача – в скорости.

КОНКУРС ИМЕНИ А.П.САВИНА

(см. «Квант» №4)
29. а) Можно.
Пусть НОК 1,2, ,8 840N . Тогда после

приведения дробей  
1

N
, 

2

N
, ..., 

8

N
 к несокра-

тимому виду их знаменатели будут равны 1.
б) Можно.
Число 5 7 8 9M  кратно всем числам от 3 до

10, поэтому после приведения дробей 
3

M
, 

4

M
,...

...,
10

M
 к несократимому виду их знаменатели

будут равны 1. Они образуют арифметическую
прогрессию. Знаменатель первой из них равен

3 840M , последней – 10 252M , их раз-
ность меньше 600.
30. 343.
Назовем ситуацию ужасом, если число можно
представить в виде произведения четырех попар-
но различных натуральных чисел.
Рассмотрим число n, представимое в виде произ-
ведения трех попарно различных натуральных
чисел как 

1 2 3a a a  (другие n нас не интересу-
ют). Среди чисел 1

a , 2a  и 3a  ровно одно равно
1, иначе ужас: 

1 2 31n a a a . Не умаляя общ-
ности, пусть 

1
1a .

Докажем, что среди чисел 2a  и 3a  одно равно
49. Предположим, что это не так. Но тогда ужас:

2 349 1 49n a a . Противоречие. Снова не ума-
ляя общности, 2 49a .

Таким образом, 2
31 7n a , где 3 1a  и

2
3 7a . Так как 2

349 1 7 7n a , то 3a  равня-

ется 7 или 3
7  (иначе ужас). Если 3

3 7a , то
42

49 1 7 7 7n  – ужас! Значит, 3 7a .

Покажем, что при 3 7a  (т.е. 37n ) условие
задачи выполняется. Предположим, что с чис-
лом 49n случился ужас. Следовательно,

31 249 71 7 7 kk kn , где 1k , 2k , 3k  – попарно
различные натуральные числа. Но тогда

21 3 6k k k , значит, 6
49 7n  – противоре-

чие! Аналогично можно показать, что с n также
ужаса не произойдет. Так что 3 347 3n .
Это решение было представлено командой мате-
матической группы Центра «Успех» Гатчинского
муниципального района Ленинградской области.

31. Верно.
Рассмотрим точку C и отрезок AB одного с ней
цвета; пусть C лежит ближе к B, чем к A. По
отношению к AB точка C может занимать одну
из 25 возможных позиций, потому что и по
вертикали и по горизонтали разность координат
A и C равна от 1 до 5 (отмеченные на рисунке 3
точки – это варианты расположения C). Значит,
возможных углов не больше 25.

Но из некоторых точек отрезок AB виден под
одним и тем же углом: например, APB

AQB ARB . Это так, потому что точки P,
Q, R лежат на одной, красной, окружности,
проходящей через A и B; можно в этом убедить-
ся, доказав, что OA = OB = OP =... Аналогично
можно показать, что еще две тройки точек лежат
на синей и на зеленой окружностях.
Тогда возможных углов не больше 25 2 3 19 .
Значит, среди 20 углов найдутся 2 одинаковых.
32. а) 1

2
n .

Сначала путник идет только вправо. Пусть он в
каком-то городе C поменял направление движе-
ния. Тогда он никогда не сможет дойти до горо-
дов правее C. А значит, C может быть только
самым последним городом. Таким образом, пут-
ник сначала движется вправо n – 1 шагов, а
потом влево n – 1 шагов. Для каждого из первых
n – 1 шагов путник выбирает, по какой из двух
дорог пойти; это можно сделать 1

2
n  способами.

На обратном пути выбора уже не остается.

б) 2 12 6
n n .

Назовем те города, в которых пешеход меняет
направление движения, поворотными. Пусть их
номера в порядке возрастания 1C , 2C ,...
В первом городе путнику точно придется повора-
чивать, так что 1 1C . При движении от 1 до 2C
он двигался только вправо. Допустим, после этого
он продолжит движение вправо. Тогда при следу-

Рис. 3
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НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ
УНИВЕРСИТЕТ «МИЭТ»

ИНТЕРНЕТ-ОЛИМПИАДА «РИТМ МИЭТ»

Ф И З И К А

1. 

2 2
0 1

25 м
2

v n
H

g
. 2. 1500 H

Fl
P

h
.

3. 30 0 333кг м
31 A A

.

4. 2
min 03 2,4 кНF R p mg .

5.
1 2
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0,4 м сv ; б) 0,48 ДжQ .

ющем своем посещении 2C  он развернется и
некоторые дороги между 1 и 2C  останутся не
пройденными. Значит, путник должен повернуть
при первом своем посещении 2C . После этого он
пойдет до 1, там развернется и снова пойдет до

2C . К этому моменту пройдены только все дороги
от 1 до 2C . Теперь можно принять 2C  за началь-
ный город и продолжить те же рассуждения.
Из сказанного выше получается, что по набору
поворотных городов последовательность посе-
щения городов восстанавливается однозначно.
Наборов поворотных городов существует 2

2
n ,

так как первый и последний города точно пово-
ротные, а каждый из остальных городов можно
выбрать поворотным независимо от других.
Теперь рассмотрим одну из таких последова-
тельностей посещения городов. Выясним, сколь-
ко существует путей с такой последовательнос-
тью городов. В каждом промежутке между дву-
мя соседними городами 3 дороги; есть 3! = 6
способов выбрать, в каком порядке они встреча-
ются в пути. Тогда упорядочить между собой
дороги во всех промежутках можно всего 1

6
n

способами. Значит, количество путей в 1
6
n  раз

больше, чем количество последовательностей го-
родов (которых, как мы уже выяснили, 2

2
n ).

Задача решена.
Заинтересовавшимся читателям предлагаем по-
думать над похожей, но более трудной задачей,
где города идут по кругу:
По кругу расположено n городов (рис.4). Каж-
дые два соседних города соединены между собой

а) двумя; б) тремя дорогами. Пешеход выхо-
дит из города 1 и хочет пройти по всем доро-
гам, причем по каждой дороге только один раз.
Сколько существует таких маршрутов? Мар-
шруты считаются разными, если они отлича-
ются последовательностью выбора дорог.

Ответы: а) 1n · 1
2
n ; б) 1

2 6 4 6
n n n .

Рис. 4
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ЗАДАЧИ ВЕСЕННЕГО ТУРА

Базовый вариант

8–9 классы

1. Могло.
Пример с 11 числами: 1, 1, 4, 1, 1, 4, 1, 1, 4, 1, 1.
Можно доказать, что больше 11 чисел не могло
быть выписано. См. также более общую задачу 5
для 10–11 классов.
2. Пусть 1n -я перевернутая монета – X, а
n-я – Y. Тогда между X и Y по часовой стрелке
лежит n – 1 монет, а раз всего монет в круге
2n + 1, то между Y и Х по часовой стрелке лежит
n монет (рис.5). Это значит, что 1n -й мы
снова перевернем монету X.

И далее мы будем переворачивать уже перевора-
чивавшиеся монеты, но в обратном порядке:
ведь пропустить по часовой стрелке n + 1 монет
– все равно, что пропустить против часовой
стрелки n – 2 монет, ..., пропустить по часовой
стрелке 2n – 2 монет – все равно, что пропустить

против часовой стрелки 1 монету. А на после-
дних двух шагах мы перевернем одну и ту же
монету.
В итоге решкой вверх будет лежать только моне-
та Y – она переворачивалась нечетное число раз,
а все остальные монеты – четное.
3. Поскольку 2n n m n mn , из условия
следует, что 2n  делится на m + n. Значит,

2n m n .
4. Пусть KLM – один из таких треугольников,
O – середина его основания KM (рис.6).

Тогда LO – медиана, а значит, и биссектриса, и
высота треугольника KLM. Поскольку углы KBL
и LOK прямые, точки B и O лежат на окружно-
сти c диаметром KL, откуда KBO KLO

2 . Аналогично получаем, что MCO

2MLO .
Тогда O – точка пересечения прямых, проведен-
ных из вершин B и C под углом 2  к сторонам
прямоугольника BA и CD соответственно, т.е.
она не зависит от положения треугольника KLM.
5. Мысленно расположим шкатулки по кругу,
изобразив их точками, делящими окружность на
12 равных дуг длины 1, и будем выражать рас-
стояния между шкатулками в дугах. Между лю-
быми двумя шкатулками с одной из сторон круга
находится не более 6 дуг длины 1. Тогда нам
достаточно придумать «шаблон» – четырехуголь-
ник с вершинами в шкатулках, – между верши-
нами которого реализуются все расстояния от 1
до 6. Пример такого
шаблона изображен
на рисунке 7 (четы-
рехугольник с вер-
шинами 1, 2, 5, 7),
одна из его вершин
помечена красным.
Этот шаблон всегда
можно повернуть
так, чтобы он «на-
крыл» обе шкатул-
ки с монетами. По- Рис. 7

Рис. 6

Рис. 5
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мощник так и делает, а открывает шкатулку
перед красной вершиной шаблона. Фокусник
поворачивает шаблон так, чтобы красная верши-
на шла сразу за шкатулкой, открытой помощни-
ком, и находит монеты.
Это же решение можно изложить другими слова-
ми. Занумеруем шкатулки остатками по модулю
12. Если помощник открывает шкатулку с номе-
ром k, то фокусник открывает шкатулки с номе-
рами k + 1, k + 2, k + 5 и k + 7 по модулю 12.
Поскольку любая пара шкатулок имеет вид
, 1n n , , 2n n , , 3n n , , 4n n , , 5n n

или , 6n n , то помощник всегда найдет чет-
верку шкатулок нужного вида, содержащую пару
шкатулок с монетами.
Существуют и другие шаблоны – например, че-
тырехугольник с вершинами 1, 2, 4, 8.
См. также задачу 4 для 10–11 классов, где
шкатулок 13.

10–11 классы

1. 3 .
Пусть A, B, C – последовательные вершины
шестиугольника, O – точка внутри него, и пусть
OA = OB = 1, OC = 2.
Рассмотрим другую соседнюю с A вершину F.
Тогда FABC – равнобедренная трапеция (рис.8).

Точка O лежит на общем серединном перпенди-
куляре ее оснований FC и AB, поэтому OF =
= OC = 2. Но FC = 2AB (в правильном шести-
угольнике главная диагональ в 2 раза больше
стороны), откуда треугольники AOB и FOC по-
добны с коэффициентом 2. Поскольку AB и FC
параллельны и BAO OCF , точка O лежит
на диагонали AC (и, аналогично, на диагонали
BF). Тогда 120 30 90OBC , и

2
2 1 3BC  по теореме Пифагора для пря-

моугольного треугольника OBC.
2. Обязательно.
Пусть, например, a > b.

Первое решение. Дробь 
1 1n n

n n

a b

a b
, очевидно,

меньше a при всех натуральных n, но стремится
к a при n  (в самом деле, поделив числи-
тель и знаменатель на 

na  и заметив, что

0
n

b

a
 при n , получим, что числитель

дроби стремится к a, а знаменатель – к 1).

Значит, 
1 1

1
n n

n n

a b
a a

a b
 при достаточно

больших n и не может быть целым. Противоре-
чие.
Второе решение. Очевидно, что

1 1n n

n n

a b
b a

a b
 при всех натуральных n. Так

как между b и a конечное число целых чисел,
найдутся такие различные натуральные m и k,

что 
1 1 1 1m m k k

m m k k

a b a b

a b a b
. Умножив на зна-

менатели и приводя подобные, получим
m k k ma b a b a b a b . Сократив на a – b,

имеем 1
m k

a

b
, откуда либо a = b, либо m = k

– противоречие.

3. Признак вписанности четырехугольника – ра-
венство сумм противоположных углов, признак
описанности – равенство сумм противополож-
ных сторон. Если из центра вписанной в треу-
гольник окружности опустить перпендикуляры
на стороны треугольника, он разобьется на три
четырехугольника, обладающих обоими этим
свойствами. Чтобы разбить треугольник на 2019
таких четырехугольников, достаточно разбить
его на 2019 : 3 = 673 треугольника (например,
отрезками, исходящими из одной вершины), а
потом каждый из них – на три четырехугольни-
ка, как показано выше.
4. Мысленно расположим шкатулки по кругу,
изобразив их точками, делящими окружность на
13 равных дуг длины 1, и будем выражать рас-
стояния между шкатулками в дугах. Между лю-
быми двумя шкатулками с одной из сторон круга
находится не более 6 дуг длины 1. Тогда нам
достаточно придумать «шаблон» – четырехуголь-
ник с вершинами в шкатулках, – между верши-
нами которого реализуются все расстояния от 1
до 6. Пример тако-
го шаблона изобра-
жен на рисунке 9
(четырехугольник с
вершинами 1, 2, 5,
7), одна из его вер-
шин помечена крас-
ным.
Этот шаблон всегда
можно повернуть
так, чтобы он «на-
крыл» обе шкатул-
ки с монетами. По-
мощник так и делает, а открывает шкатулку
перед красной вершиной шаблона. Фокусник
поворачивает шаблон так, чтобы красная верши-
на шла сразу за шкатулкой, открытой помощни-
ком, и находит монеты.

Рис. 8

Рис. 9
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Это же решение можно изложить другими слова-
ми. Занумеруем шкатулки остатками по модулю
13. Если помощник открывает шкатулку с номе-
ром k, то фокусник открывает шкатулки с номе-
рами k + 1, k + 2, k + 5 и k + 7. Поскольку любая
пара шкатулок имеет вид , 1n n , , 2n n ,
, 3n n , , 4n n , , 5n n  или , 6n n , то по-

мощник всегда найдет четверку шкатулок нужно-
го вида, содержащую пару шкатулок с монетами.
Для знатоков. Мы описали конечную проектив-
ную плоскость над полем 3Z , где шкатулки
выступают в роли точек, а шаблоны – в роли
прямых. На этой плоскости как раз 13 точек и 13
прямых, причем на каждой прямой лежит по 4
точки.
5. 1019 чисел.
Лемма. Сумма любых сорока подряд записан-
ных чисел не меньше 80.
Доказательство. Пусть числа 1 40, ,a a…  записа-
ны подряд. Среди чисел 0 0b , 1 1b a ,

2 1 2b a a , …, 40 1 2 40b a a a…  найдутся
два числа ib  и jb  (i < j) с одинаковым остатком
при делении на 40. Тогда сумма 1 2i ia a …

ja…  кратна 40, а значит, не меньше 80.
Оценка. Пусть выписано n > 1019 чисел. По
лемме, сумма первых 1000 25 40  из них не
меньше 25 80 2000 . Сумма оставшихся чисел
(их по крайней мере 20) не меньше 20. Значит,
вся сумма не меньше 2020. Противоречие.
Пример. 25 групп 1, ..., 1, 41 (в каждой группе
39 единиц и число 41) и затем 19 единиц.

СЛОЖНЫЙ ВАРИАНТ

8–9 классы

1. Могут.
Пусть первый мудрец задумает числа 1, 2, 3, 22,
23, 24, 25 и назовет число 22. Тогда второй
однозначно определит все числа, так как сумму
100 при этом можно получить лишь одним спосо-
бом – взяв наименьшие возможные числа: 1, 2,
3, 22, 23, 24 и 25.
Замечание. Если первый задумает другие числа,
то второй не сможет гарантированно угадать.

4. 
1

2
.

Пусть в вершинах по кругу расставлены числа

1 100, ,x x… , и пусть k – сумма «красных» чисел,
а s – «синих». Тогда сумма красных чисел равна
сумме всех одночленов вида i jx x , где i и j
разной четности и i < j, а сумма синих равна
сумме всех одночленов вида i jx x , где i и j одной

четности и i < j; кроме того, 
2 2

1 2x x …

2

100 1x… . Заметим теперь, что выражение
2

1 2 3 4 99 100x x x x x x…  равно 1 – 2k +

+ 2s и неотрицательно, откуда 
1

2
k s .

Равенство достигается, когда выражение в скоб-
ках равно нулю, например, при 1 2x x …

... 100
1

10
x .

5. При всех четных n.
Пронумеруем столбцы и строки от 1 до n соот-
ветственно слева направо и сверху вниз, а также
раскрасим доску в шахматном порядке так, что-
бы угловая клетка в первом столбце и первой
строке была черной.
Пусть n четное. Заполним таблицу числами от 1
до 2n  так: ставим их друг за другом, начиная от
1, сначала в первой строке слева направо, а
потом – вдоль столбцов: вниз по последнему
столбцу, вверх по предпоследнему и т.д. (полу-
чается что-то похожее на змейку). В итоге число

2n  окажется прямо под 1 – см. пример для n = 6
на рисунке 10.

Заменим теперь числа на их остатки по модулю n:
0, 1, …, 1n  (рис.11). Нетрудно доказать, что
они расставлены следующим образом: для нечет-
ного столбца последнее (нижнее) число совпадает
с первым числом следующего четного столбца и со
вторым числом следующего нечетного.
Значит, каждый столбец начинается с остатка i,
равного своему номеру, кроме n-го, который
начинается с нуля, причем в четных столбцах
остатки идут по возрастанию c i до 1n , а
потом с нуля до 1i , а в нечетных – по убыва-
нию с i до 0, а потом с 1n  до 1i .
Докажем, что в каждой строке все остатки различ-
ны. Пусть в какой-то строке совпали два остатка.
Они не могут находиться в столбцах одной четно-
сти – такие столбцы получаются друг из друга
циклическим сдвигом. Значит, один остаток нахо-
дится в четном столбце, а второй – в нечетном. Но
тогда эти два остатка стоят на клетках разного
цвета и не могут совпадать. Противоречие.
Предположим, что удалось заполнить таблицу
при нечетном n. Заменим числа на их остатки от
деления на n и проведем стрелку из каждой клетки
с единицей в соседнюю клетку с двойкой. У нас
имеется n стрелок, соединяющих единицы и двой-
ки. У некоторых стрелок могут быть парные –
стрелки противоположного направления, занима-

Рис. 10 Рис. 11
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ющие те же два ряда (рис.12,а). Но число стрелок
нечетно, поэтому найдется стрелка без пары.
Пусть, например, такая стрелка горизонтальна и
ведет из i-го столбца в 1i -й (рис.12,б). В

1i -м столбце тоже есть единица. Поскольку у
первой стрелки нет пары, вторая стрелка может
вести только в 2i -й столбец (двойка в 1i -м
столбце уже занята). В 2i -м столбце тоже
есть единица, и стрелка из нее может вести только
в 3i -й столбец (двойки в 1i -м и 2i -м
столбцах уже заняты). Продолжая, дойдем до
единицы в n-м столбце, откуда стрелке идти уже
некуда. Противоречие.
6. 150 .
Пусть высота BM треугольника ABC пересекает-
ся с прямой AK в точке O (рис.13). Тогда

60COM AOM . Значит, 120AOC
и 120COB . Следовательно, треугольники
BOC и KOC равны по двум сторонам и углу,

лежащему против большей из них (так называе-
мый четвертый признак равенства треугольни-
ков). Поэтому OB = OK, т.е. треугольник BOK
равнобедренный с углом 120  при вершине O.

Поэтому 30OKB , а 150AKB .
7. 3920000.
Оценка. Будем считать, что камни в кучках
лежат один на другом, причем из выбранных
кучек Петя берет верхние (на данный момент)
камни. Пронумеруем камни в каждой кучке сни-
зу вверх числами от 1 до 400. Тогда число очков,
которое Петя получает на каждом ходу, равно
разности номеров удаляемых камней. В резуль-
тате он получит сумму вида 1 2 3 4a a a a …

39999 40000a a… , где ia  – номера соответству-
ющих камней.

Заметим, что после раскрытия скобок получается
алгебраическая сумма S ста чисел 400, ста чисел
399, ..., ста двоек и ста единиц, причем ровно
перед половиной этих чисел стоит знак минус.
Назовем числа от 1 до 200 маленькими, а осталь-
ные – большими. Если бы разрешалось брать из
кучек произвольные камни, то максимальное зна-
чение S, очевидно, достигается, когда все боль-
шие числа входят в S со знаком плюс, а все
маленькие – со знаком минус. Такая сумма равна

100 400 399 201 200 199 1… …

=100 400 200 399 199 201 1…

2100 200 .

Заметим, однако, что каждое большое число
хотя бы один раз войдет в сумму со знаком
минус: это произойдет, например, в тот момент,
когда Петя в первый раз удалит камень с этим
номером. Аналогично, каждое из 200 маленьких
чисел хотя бы один раз войдет в сумму со знаком
плюс (в тот момент, когда Петя удалит после-
дний камень с этим номером). Поэтому макси-
мальный результат Пети не превышает

99 400 399 201 99 200 199 1… …

400 399 201 200 199 1… …

2
98 200 .

Пример. Добиться указанного результата мож-
но, например, так. За первые 200 ходов Петя
забирает по 200 камней из первых двух кучек
(при этом 200 больших чисел – каждое по разу
– получают знак минус). За следующие
200 ходов он снимает 200 верхних камней из
третьей кучки и 200 нижних из первой кучки,
далее по 200 камней из второй и четвертой,
третьей и шестой, ..., 98-й и 100-й кучек (при
этом все числа входят с «правильными» знака-
ми). Наконец, остается по 200 нижних камней в
последних двух кучках, которые и снимаются
за последние 200 ходов (и возникает 200 знаков
плюс перед числами с 200 по 1).

10–11 классы

1. Пусть исходное число имеет вид AB , причем
A при делении на 7 дает остаток r. Возьмем
такую цифру a, что 2r + a делится на 7 (она,
очевидно, найдется). Будем делить число вида

Aa aB…  на 7 в столбик. Когда мы закончим
делить A, останется остаток r. На следующем
шаге мы будем делить на 7 число
10 7 2r a r r a r , снова получается ос-
таток r. На следующих шагах это повторяется,
пока мы не дойдем до деления на 7 числа rB ,
которое делится на 7 по условию.
5. а) Не может; б) может.
а) Пусть единичный квадрат ABCD – проекция

Рис. 13

Рис. 12
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тетраэдра ABCD  на плоскость грани ABC. Тог-
да этот тетраэдр «вписан» в прямоугольный па-
раллелепипед ABCDA BCD .
Из симметрии относительно плоскости DBD
ясно, что проекция тетраэдра на плоскость грани

ACD  трапецией быть
не может (если две про-
тивоположные стороны
проекции параллельны,
то и две другие тоже),
а проекции тетраэдра
на плоскости граней
ABD  и BCD  равны.
Высота CK тетраэдра,
очевидно, совпадает с
высотой прямоугольно-
го треугольника BCC
(рис.14), поэтому про-
екция на плоскость
ABD  – трапеция

ABKD . Так как треугольники BCC  и BKC
подобны и BC = 1, имеем

 
1 1

BK
BC AD

.

Тогда 1

1
2 2

ABKD

AD
AD BK ADS .

Равенство возможно лишь при 
1

1AD
AD

,

но это не так, поскольку гипотенуза AD  боль-

ше катета AD, равного 1. Итак, ответ в пункте а)
отрицателен.
б) Ответ в пункте б) положителен: достаточно

выбрать DD  так, чтобы 
1

2 2019AD
AD

, а

потом уменьшить длины всех ребер тетраэдра в

2019  раз.
6. Да.
Покажем, как может действовать Вася, чтобы
сумма произведений на его карточках была боль-
ше, чем у Пети.
Допустим, Петя не взял карточку, на которой
написано 6 7 8 9 10x x x x x . Тогда Вася может взять
эту карточку, а дальше брать любые карточки.
При 1 2 3 4 5 0x x x x x , 6 7 8x x x

9 10 1x x  сумма произведений у Пети будет
равна 0, а у Васи будет равна 1.
Если Петя сразу же взял карточку, на которой
написано 6 7 8 9 10x x x x x , то Вася может взять кар-
точку, на которой написано 5 7 8 9 10x x x x x , а сле-
дующим ходом одну из карточек 4 7 8 9 10x x x x x
или 5 6 8 9 10x x x x x  (хотя бы одна из них останется,
поскольку за ход Петя может взять только одну
из этих двух карточек). Далее Вася может брать
карточки как угодно.

В случае, если Вася взял карточку 4 7 8 9 10x x x x x ,
он может присвоить переменным такие значе-
ния: 1 2 3 0x x x , 4 5 6 1x x x , 7 8x x

9 10 100x x .
Тогда только на двадцати одной карточке ока-
жется ненулевое произведение, причем для трех

карточек 4 7 8 9 10x x x x x , 5 7 8 9 10x x x x x  и 6 7 8 9 10x x x x x

это произведение будет равно 100000000, а для
остальных не будет превосходить 1000000. Та-
ким образом, сумма у Васи будет не меньше
200000000, а у Пети не больше 118000000.
В случае, если Вася взял карточку 5 6 8 9 10x x x x x ,
он может присвоить переменным такие значе-

ния: 1 2 3 4 0x x x x , 5 6 7 1x x x , 8x

9 10 10x x .
Тогда только на шести карточках окажется нену-
левое произведение, причем для трех карточек

5 6 8 9 10x x x x x , 5 7 8 9 10x x x x x  и 6 7 8 9 10x x x x x  это про-
изведение будет равно 1000, а для остальных
трех будет равно 100. Таким образом, сумма у
Васи будет не меньше 2000, а у Пети не больше
1300.

УСТНЫЙ ТУР ДЛЯ 11 КЛАССА

1. Будем называть лесенкой следующую часть

таблицы из 1 1n n …  клеток: самый ле-
вый столбец, следующий столбец без верхнего
числа, следующий столбец без двух верхних
чисел, …, самый правый столбец без верхних
n – 1 чисел.
Пример. Двигаясь от самого левого столбца ле-
сенки к самому правому, заполняем их снизу
вверх числами 1, 2, ... по возрастанию: в первом
столбце лесенки будут стоять числа от 1 до n, во
втором – от n + 1 до 2n – 1 и т.д. Заполнив
лесенку, заполняем оставшиеся клетки таблицы
по тому же принципу: двигаясь от самого левого
столбца таблицы к самому правому, заполняем
их снизу вверх оставшимися числами по возрас-
танию. Тогда таблица будет удовлетворять усло-
вию, а сумма чисел на главной диагонали будет
равна

1 1 2n n n n n n ...

22 2 21 1 2 1n n n… … …
,

что и требуется.
Оценка. Пусть 1 2 na a a…  – числа на глав-
ной диагонали (порядок, в котором они там
стоят, нам неизвестен). Для каждого ka  покра-
сим само ka  и все числа, стоящие либо под ka  в
том же столбце, либо слева от ka  в той же
строке, в цвет номер k. Тогда чисел каждого
цвета будет ровно n, и каждое число лесенки,
кроме чисел главной диагонали, будет покраше-
но ровно в два цвета – «цвет строки» и «цвет

Рис. 14
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столбца» (а каждое число на главной диагонали
– только в один свой цвет).
Заметим, что ka  больше всех остальных чисел
цвета k и больше всех чисел, цвет которых имеет
номер меньше k (так как 1 1k ka a a… ).
Тем самым ka  не меньше, чем количество чисел
с цветами от 1 до k. Но таких чисел ровно

1 1n n n k… , поскольку чисел
цвета 1 ровно n, чисел цвета 2, но не цвета 1,
ровно 1n , ..., чисел цвета k, но ни одного из
цветов 1, 2, …, 1k , ровно 1n k .
Отсюда

1 1na a n n n… …

... 1 2 1n n …

22 21 1n n … .

2. Может.
Отметим на планете полюсы N и S, и пусть
точки A, B, C и D делят соответствующий эква-
тор на четыре равных дуги, как на рисунке 15.

Рассмотрим замкнутый путь A B S D

C N A  по поверхности, состоящий из
дуг больших окружностей с центрами в центре
планеты. Этот путь состоит из 6 одинаковых дуг
длиной в 1 4  экватора, поэтому длина пути
составляет 600 км.
Покажем, что луноход побывал на расстоянии
не более 50 км от каждой точки. Поверхность
планеты разобьем на 8 одинаковых сферических
треугольников с вершинами в отмеченных точ-
ках. Луноход побывал во всех вершинах и во
всех точках хотя бы одной стороны каждого
треугольника. Так как расстояние по поверхнос-
ти от полюса до экватора 100 км, то поверх-
ность планеты разбивается на экваториальный
пояс – точки, удаленные от экватора на расстоя-
ние не более 50 км, и две полярные шапки –
точки, удаленные от полюсов на расстояние не
более 50 км. На рисунке 16 зеленая часть треу-
гольника исследована луноходом, так как он
проехал вдоль стороны, а красная исследована,
так как он побывал в вершине.
Замечание. Докажем более сильное утвержде-

ние: луноход может полностью исследовать пла-
нету, преодолев не более 570 км.
Снова разобьем поверхность планеты на 8 равных
треугольников. Средней параллелью треугольни-
ка назовем часть линии, параллельной стороне
треугольника и соединяющей середины двух дру-
гих сторон. На рисунке 16 средняя параллель
треугольника лежит на границе красной и зеленой
областей. Пусть луноход прошел по средним
параллелям всех треугольников, как на рисунке
17. Вся поверхность планеты будет исследована,
потому что любая точка треугольника находится

на расстоянии не более 50 км от некоторой точки
средней параллели, что видно из рисунка 16.
Наконец, докажем, что длина окружности, на

которой лежит средняя параллель, в 2  раз

меньше длины экватора. Из этого будет следо-

вать, что длина пути равна 
800

2
, что примерно

равно 566.
Пусть N и E – вершины треугольника, O –
центр планеты. Радиус окружности, на которой
лежит средняя параллель, равен расстоянию r от
середины M дуги NE до прямой ON. Из рисун-

ка 18 видно, что 
2

OE
r . Значит, радиус мень-

шей окружности в 2  раз меньше радиуса пла-

неты, что и требовалось.

Рис. 15

Рис. 16

Рис. 17
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Интересно было бы узнать, какова наименьшая
возможная длина такого пути. Можно доказать
(правда, не совсем элементарно), что она заве-
домо больше 500.
3. Да.
Введем на плоскости декартовы координаты

;x y  и рассмотрим всевозможные параболы c
уравнениями вида 2 lny ax a , где a – произ-
вольное положительное число. Среди этих пара-
бол нет одинаковых, так как коэффициенты при

2x  различны. (Если совместить вершины двух
парабол, а также их оси с учетом направления,
то парабола, у которой a больше, пойдет между
«рогами» другой.)
Зафиксируем произвольное x, и пусть a пробега-
ет положительную полуось. Тогда 2 lny ax a
является непрерывной функцией от a. Посколь-
ку 2 0x , величина 2ax  не убывает с ростом a.
Функция ln a  строго возрастает. Поэтому y стро-
го возрастает по a как сумма неубывающей и
строго возрастающей функций. При a
имеем y , а при 0a  имеем y .
Значит, каждое значение y при данном x появит-
ся ровно один раз. Поэтому любая точка плоско-
сти принадлежит ровно одной параболе.
Комментарий. Вместо ln a  можно взять любую
непрерывную строго возрастающую функцию от
a, которая отображает положительную полуось
на всю вещественную ось.
4. Заметим, что любые два из чисел x, y, z
взаимно просты. Действительно, пусть, напри-
мер, x и y имеют общий простой делитель p.
Тогда 2 2 2

2z xy yz xz x y  также делит-
ся на p, а потому на p делится и z. Значит,

НОД , ,x y z  делится на p, но это противоречит

условию.
Теперь заметим, что

2 2 20 2x y z xy yz zx

= 2 2 2
2 2 2 4x y z xy yz zx xy

= 
2

4x y z xy .

Таким образом, 4xy является полным квадра-

том. Так как 4 – полный квадрат, то и xy –
полный квадрат. А так как x и y взаимно про-
сты, то каждое из них – полный квадрат. Анало-
гично, и z – полный квадрат.
6. Пусть AM, AN – внутренняя и внешняя биссек-
трисы треугольника, а T – точка пересечения AM
и KL. Тогда KL проходит через N. Кроме того,
непосредственный подсчет углов показывает, что
прямые AP и KL образуют равные углы с AM.
(Например, при AB < AC имеем MAP

MAB BAP CAM LKA LTA . )
Поэтому надо доказать, что прямая, проходящая
через J и параллельная KL, пересекает BC в той
же точке, что и прямая, проходящая через сере-
дину U отрезка AJ и параллельная AN, т.е. что
MJ JT MU UA . А это равенство следует из
того, что четверка A, J, T, M гармоническая (т.е.
MJ MA TJ TA ).

Рис. 18






